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Clasa a XII-a

Barem de corectare ³i notare

Subiectul I

Consider m ³irul de numere reale (xn)n≥1 de�nit prin x1 = 1 ³i xn+1 = xn

n + n+1
n2 , ∀n ≥ 1. S  se arate

c  lim
n→∞

nxn = 1.

Soluµie

Scriem relaµia de recurenµ  sub forma: nxn+1 = xn + n+1
n , n = 1, 2, ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

D m valori lui n de la 1 la n− 1 ³i obµinem:

1x2 = x1 +
2
1

2x3 = x2 +
3
2

3x4 = x3 +
4
3

4x5 = x4 +
5
4

...

(n− 2)xn−1 = xn−2 +
n−1
n−2

(n− 1)xn = xn−1 +
n
n−1

Elimin m pe x2, x3, ..., xn−1 prin înmulµire relaµia (2) cu 1!, relaµia (3) cu 2!, relaµia (4) cu 3!,..., relaµia

(n-2) cu (n− 3)! ³i relaµia (n-1) cu (n− 2)! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Obµinem:

xn = 1
(n−1)! [1 +

2!
12 + 3!

22 + ...+ n!
(n−1)2 ]

³i

nxn =
n[1+ 2!

12
+ 3!

22
+...+ n!

(n−1)2
]

(n−1)! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Aplic m Stolz-Cesaro ³i obµinem succesiv:

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

1
n!−(n−1)! [(n+ 1)(1 + 2!

12 + ...+ (n+1)!
n2 − n(1 + 2!

12 + ...+ n!
(n−1)2 )] . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= lim
n→∞

(n+1)(n+1)!

n2 +1+ 2!
1!+...+

n!
(n−1)2

(n−1)(n−1)! =

= lim
n→∞

(n+2)(n+2)!

(n+1)2
− (n+1)(n+1)!

n2 +
(n+1)!

n2

(n−1)(n−1)! = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= lim
n→∞

(n+2)(n+2)!

(n+1)2
− (n+1)!

n

(n−1)!(n2−n+1) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

= lim
n→∞

(n+1)![
(n+2)2

(n+1)2
− 1

n ]

(n−1)!(n2−n+1)! = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

= lim
n→∞

n3+3n2+2n−1
n3+1 = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Subiectul II

Calculaµi:
∫

dx
sin x sin(x+1) sin(x+2) sin(x+3) , x �ind dintr-un interval în care numitorul nu se anuleaz .

Soluµie:

Avem

ctgα− ctgβ = cosα
sinα −

cos β
sin β = sin(β−α)

sinα sin β

de unde
1

sinα sin β = 1
sin(α−β) (ctgα− ctgβ), α 6= β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci

I =
∫

dx
sin x sin(x+1) sin(x+2) sin(x+3) =

1
sin21

∫
[ctgx− ctg(x+ 1)][ctg(x+ 2)− ctg(x+ 3)]dx . . . . . . . . . .0.5p

= 1
sin2 1

∫
[ctgxctg(x+ 2)− ctg(x+ 1)ctg(x+ 2)− ctgxctg(x+ 3) + ctg(x+ 1)ctg(x+ 3)]dx. . . . . . . . .1p

Din ctg(α− β) = cos(α−β)
sin(α−β) = cosα cos β+sinα sin β

sinα cos β−sin β cosα = ctgαctgβ+1
ctgβ−ctgα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

avem ctgαctgβ = ctg(α− β)(ctgβ − ctgα)− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Atunci

I = 1
sin2 1

∫
{ctg2[ctg(x+ 2)− ctgx)− 1 + ctg1[ctg(x+ 2)− ctg(x+ 1)]+

+1 + ctg3[ctg(x+ 3)− ctgx] + 1− ctg2[ctg(x+ 3)− ctg(x+ 1)]− 1}dx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

= 1
sin2 1

{−ctg2 ln | sin(x+ 2)|+ ctg2 ln |(sinx)|+
+ctg1 ln | sin(x+ 2)| − ctg1 ln | sin(x+ 2)|+
+ctg3 ln |sin(x+ 3)|+ ctg2 ln | sin(x+ 1)|}+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
= 1

sin21 [(ctg2 − ctg3) ln | sinx| + (ctg2 − ctg1) ln | sin(x + 1)| + (ctg1 − ctg2) ln |sin(x + 2)| + (ctg3 −
ctg2) ln |sin(x+ 3)|] + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Subiectul III

Fie a num r natural par ³i nenul. Ar taµi c  pentru orice n ∈ N∗ num rul fa(n) = a2
n

+ a2
n−1

+1 are

cel puµin n divizori primi diferiµi.

Soluµie

Folosim inducµia matematic  ³i identitatea

x4 + x2 + 1 = (x2 + 1)2 − x2 = (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1), x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru n = 1 avem fa(1) = a2+a+1 ≥ 7 care are cel puµin un divizor prim(cel mai mic divizor diferit

de 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Presupunem c  fa(n) are cel puµin n divizori primi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Avem

fa(n+ 1) = a2
n+1

+ a2
n

+ 1 = (a2
n−1

)2
2

+ (a2
n−1

)2 + 1 =

(a2
n − a2n−1

+ 1)(a2
n

+ a2
n−1

+ 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ar t m c  numerele a2
n − a2n−1

+ 1 ³i fa(n) sunt prime între ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Fie d = (a2
n − a2n−1

+ 1, fa(n)); atunci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

d|a2n + a2
n−1

+ 1− a2n + a2
n−1 − 1

adic  d|2 · a2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Cum d este impar deducem c  d|a2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Din d|a2n−1

³i d|a2n + a2
n−1

+ 1

rezult  d|1, adic  d = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Deci a2
n − a2n−1

+ 1³i fa(n) sunt prime între ele.

Rezult  c  a2
n − a2n−1

+ 1 are cel puµin un factor prim care nu se a�  printre factorii lui fa(n) . . . 1p

În �nal rezult  c  fa(n+ 1) are cel puµin n+ 1 factori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p


