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Clasa a XII-a

Barem de corectare si notare

Subiectul I

Consideram sirul de numere reale (z,,),>1 definit prin z; = 1 §i z,41 = 2= + ”ntl, Vn > 1. Sa se arate

cd lim nx, = 1.
n— oo
Solutie
Scriem relatia de recurenta sub forma: nx,11 = x, + ”T“, N=1,2 0.5p
Dam valori lui n de la 1 la n — 1 si obtinem:
log =a1 + 2
2x3 = x9 + %
31y = x3 + %
dos =z4 + 2

(n—2)Tp_1 =xn_o+ Z—:é
(n—1z, =2p1+ 5
Eliminam pe xs, 3, ..., T,—1 prin inmultire relatia (2) cu 1!, relatia (3) cu 2!, relatia (4) cu 3!,..., relatia

(n-2) cu (n —3)!sirelatia (n-1) cu (N — 2)! .o 1p
Obtinem:
xn:ﬁ[1+ +§2'+ Sl ey 1 1)2]
si
n[l+25+ 35+ + 2
nr, = [ (2; i ey SO 0.5p

Aplicam Stolz-Cesaro si obtinem succesiv:

lim nz, = hn;O m[(n—k D1+ 12—2' + .+ (n+1)' —n(l1+ 12—2' + .+ ﬁ)] ................. 1p

n—oo

(DD g2y

= lim (n— 1)2 —
s 00 (n—1)(n—1)!
(42)(n+2)! _ (n1)(nt1)! | (n+1)!
— 1l (n+1)2 n2 + n2 _ 1
im =D =T S PP )
(n42)(n42)! _ (n41)!
— i (n+1)2 n _
_nh_>rrgo SN R PR PR RRRRER 1p
2?1
— lim (D —w _ 1
I T )T T p
= Hm B In o 1p

n—00 n3+1
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Subiectul II

Calculati: [ STy e +1)S§l§(w ToysmEra) L fiind dintr-un interval in care numitorul nu se anuleaza.

Solutie:
Avem
ctga — ctgf = Sxe — 25 = TS
de unde
Sinalsinﬁ = Sin(iiﬁ) (GG — CLGB), O F B ettt e e 1p
Atunci
I= f sina:sin(w-i—l)s?rf(w-&-?) sin(xz+3) = si’rlﬂl f[Ctg(E - Ctg(ﬂ? + 1)][Ctg($ =+ 2) - Ctg(ﬂf + 3)}61.’17 """"" 05p
= 7 [letgzctg(x + 2) — ctg(x + 1)ctg(x + 2) — ctgzctg(x + 3) + ctg(x + 1)ctg(z + 3)]dx......... 1p

: _ (a—B) _ cosacosB+sinasin B _ ctgactgB+1

Din ctg(a — B) = zfj(aiﬂ) = ecosT e Fecsa = czqﬁfitga ................................... 1p
avemn ctgactg = ctg(a — B)(ctgf — ctga)) — L. oo e 0.5p
Atunci
I = 5 [{ctg2[ctg(x + 2) — ctgx) — 1 + ctglfctg(x + 2) — ctg(z + 1)]+
+1+ ctg3[ctg(x + 3) — ctgx] + 1 — ctg2[ctg(x +3) —ctg(x + 1) —1}dr = ....ccoveiin i, 1p

= - {—ctg2In|sin(z + 2)| + ctg2In|(sinz)|+

+ctglln |sin(z + 2)| — ctgl In|sin(z + 2)|+

+etg3ln |sin(z + 3) |+ ctg2In [SIn(z 4+ 1)} 4+ Ceriene 1p
= —L—[(ctg2 — ctg3) In|sinz| + (ctg2 — ctgl)In|sin(z + 1)| + (ctgl — ctg2) In|sin(z + 2)| + (ctg3 —

Cg2) I [SIn(@ 4 3)[] A C et 1p
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Subiectul ITI
Fie a numar natural par si nenul. Aritagi c pentru orice n € N* numarul f,(n) = a2" + a2 +1 are

cel putin n divizori primi diferiti.

Solutie
Folosim inductia matematica si identitatea
pt4?+1l=(?+1)? -2 =(@@? —z+1)(@®+o+1), z€Ro 1p
Pentru n = 1 avem f,(1) = a?+a+1 > 7 care are cel putin un divizor prim(cel mai mic divizor diferit
Q0 1) 0.5p
Presupunem ca f,(n) are cel putin n divizori primi ... .. ... i 0.5p
Avem
fan+ 1) =a2" 4 +1=(a®" ) + (¥ )2 +1=
(@2 = a2 1) (a2 4 a2 A L) 1p
Aratam ci numerele a2 —a®" +1si fa(n) sunt prime intre ele ........... ... 0.5p
Fie d = (a2 — a2 41, fo(n)); bUICI . ..o\ttt e 0.5p
dla® +a2" +1-0a2" +a¥ -1
adica d]2- a2 0.5p
Cum d este impar deducem i d|a2" ... ... 0.5p
Din dja?" " si d|a®" +a*" " +1
rezultd d|1, adic d = L. ... o 0.5p
Deci a2 — a?" + 1si f,(n) sunt prime intre ele.
Rezultd ca a2 —a®" + 1 are cel putin un factor prim care nu se afld printre factorii lui f,(n) ... 1p

In final rezults ca f,(n + 1) are cel putin n 4 1 faCtori.......vvvverieii e 0.5p



