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Clasa a X-a

Barem de corectare ³i notare

Subiectul I

Fie x cu proprietatea c  numerele x3+x ³i x5+x sunt raµionale. S  se arate c  x este num r raµional.

Soluµie:

Fie x3 + x = a, x5 + x = b a, b ∈ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Consider m:

−ax2 = −x5 − x3

b = x5 + x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

de unde prin adunare obµinem: −ax2 + b = −x3 + x sau −x3 + ax2 + x− b = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

sau −a+ x+ ax2 + x− b = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

sau

(1) ax2 + 2x− (a+ b) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Înmulµim (1) cu x ³i obµinem

ax3 + 2x2 − (a+ b)x = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.5p

sau

a(a− x) + 2x2 − (a+ b)x = 0

sau

(2) 2x2 − (2a+ b)x+ a2 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Înmulµim (1) cu 2 ³i (2) cu −a, adun m relaµiile obµinute ³i obµinem:

(2a2 + ab+ 4)x− a3 − 2a− 2b = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Cum 2a2 + ab+ 4 = 2a2 + (x3 + x)(x5 + a) + 4 = 2a2 + x2(x2 + 1)(x4 + 1) + 4 > 0 . . . . . . . . . . . . . .0.5p

rezult  x = a3+2a+2b
2a2+ab+4 ∈ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Subiectul II.

Pentru orice num r natural k, s  se g seasc  cel mai mic n natural nenul astfel încât 2k|9n − 1.

Soluµie:

Se observ  c  9n + 1 se divide cu 2, dar nu cu 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Apoi, avem:

92t+1 − 1 = 8[92t + 92t−1 + ...+ 9 + 1] = 8u, u ∈ N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

adic  92t+1 − 1 se divide cu 8 ³i nu se dvide cu 24 = 16, deoarece u este num r impar . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru p ≥ 1, din

92
p(2t+1) − 1 = (92

p−1(2t+1) − 1)(92
p−1(2t+1) + 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

rezult  c  numerele 92
p(2t+1) − 1 au în descompunerea lor exact cu un factor 2 mai mult decât

92
p−1(2t+1) − 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Deci num rul 92
p(2t+1) − 1 este divizibil prin 2p+3, dar nu prin 2p+4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Rezult  c  n = 2k−3, ∀k ≥ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru k = 1, 2 rezult  n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p



Subiectul III

Fie a1, a2, ..., an, n ≥ 2, numere reale pozitive astfel încât a21 + a22 + ...+ a2n = n.

i) Ar taµi c  a1a2...an ≤ 1;

ii)
n∏

i=1

(a3i + ai + 1) ≤ 3n, ∀n ≥ 2.

Soluµie:

i) Avem (x− 1)2 = x2 − 2x+ 1 ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

de unde x ≤ x2+1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci:

a1a2...an ≤ a2
1+1
2 · a

2
2+1
2 · ... · a

2
n+1
2 ≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

1
2n (

a2
1+a2

2+...+a2
n+n

n )n = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.5p

= 1
2n · 2

n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

ii) Avem (x− 1)4 = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1 ≥ 0,∀ x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde x3 + x+ 1 ≤ x4+6x2+5
4 = (x2+1)(x2+5)

4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Atunci:
n∏

i=1

(a3i + ai + 1) ≤
n∏

i=1

(a2
i+1)(a2

i+5)
4 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

= 1
22n (

n∏
i=1

(a2i + 1))(
n∏

i=1

(a2i + 5)) ≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

1
22n (

n∑
i=1

a2
i+n

n )n(

n∑
i=1

a2
i+5n

n )n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

= 1
22n · 2

n · 6n = 3n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p


