CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
"MATEMATICA DE DRAG"
EDITIA a V-a (19 - 21 noiembrie 2010)
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1. Demonstrdm prin inductie matematica ca (1) 5 > ( 5 j ,ne N Ip
Verificare pentru 71 =1 .. ..ot Ip
Presupunem (1) adevarata pentru n si o demonstram pentru n + 1, adica
xn+l + yn+1 (X'i‘ yj”H
2 | | e 1
2) 5 5 p
n+l n n n
Avem Eadu A P (i 'x+ygx+y e, Ip
2 2 2 2 2
n n n+l n+l
Acum demonstram ca Y x-|2- Y2 -|Z_ Y e Ip
Echivalent cu x"™ +x"y+xy" + y" <2x"" +2y""!
Sau (x"—y”)(x—y)ZO,eVidenté. ........................................................ Ip
1 2 n
+ + +
Acum, avem 1+(x ) +(x ) +..+MS1+2+22+...+2H=2" ........ Ip

xX+y xz+y2 ' x"+y"
2. Din Oe [-1;1], avem cd max ‘ax2+bx—1‘2‘a-02+b-0—1 =1,Va,beR ........ 1p

xe[-1:1]

Putem scrie max ‘ax2 +bx — 1‘ <1, adicd —1<ax* +bx—1<1, echivalent cu

xe[-1]
ax2+bx20,ax2+bx—2SO,Vxe[—1;1] ................................................... Ip
Pentru a e [0;1] ,inlocuind x=a,x=—a in ax’* +bx>0 < aa® +ba>0,
AOC —DOZ0 oo Ip
De unde & =0 si b apartine tuturor intervalelor [—aa; aa],ae [0;1] =b=0.......1p
Rezultd ax® —=2<0,Vxe [—L1]ceeriiii i Ip

Aceasta este Indeplinitd pentru cd a =0, iar pentru a >0 conditia devine

[—l;l]c{—\/g;\/g]adicé A e Ip
a \Na

Asadar, multimea cerutd este [0;2]X{0}. ....oooiiiiiiii 1p
3. Pentru p =2 avem 9 + 19 = 28, care nu este patrat perfect. ... ............... ... 0.5p
Pentru p >3 numerele prime pot fi de formele 4k +1,4k+3,ke N" ................ 0.5p
Dacd p=4k+1, atunci 3" +19(p-1) = 3-81" +4-19k = 3(mod4) ...oveeviiinnnnn Ip
Care ne aratd ca nu avem patrat Perfect ..........oooeviiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 0.5p
Dacd p=4k+3, QLUNCE .....eiinttiiti e 0.5p
37 +19(p—1)=3-19(mod p) =—16(mod p), .ecevvuneiriiiiieiiiineeiiieeecn Ip
de unde p|n+16 ................................................................................ Ip
Dacd n=m?,me N', atunci p‘n2 A Ip
Cum p este de forma 4k +3, rezulta p|n si p|4, ceea ce este imposibil. ........... 0.5p

Asadar, pentru p prim nu existad patrate perfecte de formadata. ....................... 0.5p





