CONCURSUL DE MATEMATICA ,,LAURENTIU
PANAITOPOL”
Editia a X-a, Bucuresti, 18 noiembrie 2017
Solutii — Baraj EGMO
1. Se considera cinci puncte distincte pe un cerc. Din centrul de greutate al fiecarui tri-
unghi determinat de trei dintre aceste puncte se duce perpendiculara pe dreapta determinata
de celelalte doua puncte. Aratati ca cele zece perpendiculare astfel obtinute sunt concurente.
Solutie. Fie A, B, C', D, E punctele. Vom folosi vectorii de pozitie ai punctelor, luati cu
originea in centrul O al cercului. Aratam ca punctul de concurenta este punctul P avand

vectorul de pozitie p=2(a+b+c+d+e)....... 3p
Centrul de greutate G al triunghiului ABC' are vectorul de pozitie (a +b+c)....... 1p
Rezulta Cﬁ% d+e deci G? are directia lui O?—i—(ﬁ care este un vector perpendicular
pe DFE, adica perpendlculara din G pe DE trece prin P.......... .. i, 3p

2. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale care indeplinesc conditia: cel mai
mare divizor comun al termenilor girului (a™ + 0" + 1),>1 este mai mare decat 1.

Solutie. Daca p este un factor prim al celui mai mare divizor comun si p f a, p / b atunci
0=a?P'4+""14+1=3 (mod p), deci p = 3. Obtinem a+b =2 (mod 3) sia,b# 0 (mod 3),
de unde a = b =1 (mod 3); obtinem perechile (a =3k +1,b=3l+1),k,l e N......... 4p

Daci p este un factor prim al celui mai mare divizor comun i p | a, atunci b+1 = b?>+1 =0
(mod p), de unde 2 =0 (mod p), deci p = 2. Obtinem solutile (a = 2k, b =21+ 1),k,l € N
si, analog, (a =2k +1,b=20),k, 1 € N .. 3p

3. Determinati functiile f : R — R care au proprietatea: oricare ar fi numerele reale = si
y, flay = 1) + f(2)f(y) = 22y — 1.

Solutie. Pentru y = 0 obtinem f(—1) + f(z)f(0) = —1,Vx € R. Daca f(0) # 0 ar rezulta
f constanta — imposibil — deci f(0) =0si f(—1)=—1.....c.ooiiiiiiiii . 1p

Pentru y = ITH,x # 0 obtinem f(z) + f(x )f(%) 2x + 1. Pentru y = %,x # 0
obtinem f(z)f(1) = 1, iar relatia precedenta da f(2)(1 + f(z + 1)) = 2 + 1, de unde

T+ f(x+1) =+ 1) (@), A0 (F) 2p
Din ipoteza, f(z — 1)+ f(z)f(1) =2z — 1, sau f(x) + f(z+1)f(1) =22+ 1,Vz € R. De
asemenea, f(0)+ f2(1) =1, deci f(1) = 1. oo 1p
In cazul f(1) =1, f(x 4+ 1) = 2z + 1 — f(z). Din (¥) reiese 2z 4+ 2 = 2 f(), de unde
f(z) = x pentru z # 0 si x # —1, iar formula este valabila gi pentru x € {0,1} ......... 1p
Daca f(1) = -1, f(zx +1) = f(z) — 2z — 1, apoi f(z) = —2? pentru z # 0, iar formula
este valabila si pentru @ = 0... ... 1p
Ambele functii gasite verifica relatia initiala.......... ... ... ... 1p

4. In p dintre varfurile unui poligon regulat AgA; ... A se scrie ,,4+17, iar in celalte
n = 2017 — p varfuri se scrie ,,—1”. Fie x; numarul scris in varful A;, ¢ = 0,1,...2016. Un
varf A; se numeste bun daca x; + 41 +Tipo+... +2; >0sixi+xo1 +xi0+.. .+ >0
pentru orice j §i k intregi, £ < i < j (indicii sunt luati modulo 2017).

Determinati valoarea minima a lui p pentru care, oricum am alege cele p varfuri in care
se scrie +1, exista cel putin un varf bun.

Solutie. Sa numim un varf pozitiv daca in el am scris +1 si negativ in caz contrar.

Vom arata ca raspunsul este 1345 . ... . 1p
Daca luam 1344 de varfuri pozitive Ao, Al; . ,A1343, atunci Az -+ Ai+1 + ...+ A2017 <0
pentrui > 67251 A;+ A1+ ...+ A gz <Opentrus <671........... L 2p

Daca avem cel putin 1345 de varfuri pozitive, sa asociem fiecarui varf pozitiv A; varful A;
cu cel mai mic j > i (daca exista) pentru care z; + ;11 + Tiyo + ... +x; < 0 si varful Ay cu
cel mai mare k < i (daca exista) pentru care x; + x;_1 + x;_o + ... + x; > 0. Observam ca
fiecare varf negativ A,, poate fi asociat la cel mult un varf pozitiv A; pentru care i < n si n
este minim cu proprietatea x; + ;41 + Zip2 + ... + 2, < 0 si la cel mult un varf pozitiv A,
pentru care j > n si n este maxim cu proprietatea x; +x;_1 +x;_2 +... +x, < 0. Deoarece
exista cel mult 2017 — 1345 = 672 varfuri negative, acestea au cel mult 2 x 672 = 1344 varfuri
asociate, deci ramane cel putin un varf bun ........ .. 4p



