Solutii — clasele 11-12
1. Aratati ca sirul (z,),>0 dat de
1 1
n:02+501 + = O2+2+ +—Cy,neN

2n
este progresie geometrica.

Solu;fie Avem zg =1, z; = 2 §i arétém CA Tpy1 =22, VR €N 1p
Tugr = C+1+1Cl+2+ 0P + Oty = CO + (Cl+1+02+1)+...+
+ oh ( h T Ch ') + e (Cg,ﬁl §n+1) (Co+3Cmm+ -+ 705) + (500 +-- +
+ 5n C2n 2n+1 SO+ 2n1+1 C’;nﬂ) q:n Fun () 2p
Avem Yn = (Cgﬂ + 5o IC Lt Q%an+l) 2n+1cgr;}1 = % (xnﬂ 2n+1 Cgrj—é)
+omr Ol = 22,01 + 5 (20;;11 ) 3p
Cum 203;;11 CyEl,, (*) devine z,41 = 2, + 3Tn41, de unde concluzia .............. 1p

2. Fie f : N — N o functie bijectivd astfel incat sirul (z,,),>1 dat de z, = 1f(n) are
limita, iar aceasta este egala cu £. Aratati ca £ = 1.

Solutie. Daca ¢ > 1, atunci ar exista un rang ng aga incat f(n) > n pentrun > ng ... 2p

Fie M = max{f(1),..., f(no)}. Atunci M > ng, deci f(n) > n > M pentru n > M.
Astfel reiese ca functia atinge cel mult M — 1 dintre valorile 1,2,..., M — contradictie cu
faptul ca este surjectiva . ... ... . 2p

Analog deducem ca daca ¢ < 1, atunci f nu este injectiva............................ 3p

3. Determinati numarul maxim de intervale de forma [a,a + 1], a € R, care pot fi alese
astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:

- reuniunea intervalelor alese este intervalul [0, 50];

- prin inlaturarea oricaruia dintre intervalele alese, intervalele ramase nu mai au reuniunea
egala cu [0, 50].

Solutie. Raspuns: O8. . ... 2p

Un exemplu este dat de intervalele Iy = [k + 4k8, k+1+4 fs] 0 <k < 48, iImpreuna cu
intervalele J, = [k — 14090 + fg, k+2 ﬁ + 48] 1 <k <49 (Jy are mijlocul cu = 100 ,,dupa” capatul
din dreapta a lui [ si cu 1(1]0 ,,inainte” de capatul din stanga a lui Ipiq) .o.oovvinon... 2p

Daca avem 99 de intervale [ag,ar + 1] cu 0 = ap < a1 < ags < ... < agg = 49, a caror
reuniune este [0, 50], atunci >y o (agxr2 — agr) = 49, deci unul dintre termeni sumei este mic
sau egal cu 1. Dar, daca agpro — ag, < 1, atunci intervalul [agy+1, agp+1 + 1] este inclus in
reuniunea intervalelor [agy, agy, + 1] si [agp+2, agpr2 + 1], deci poate fi inlaturat........... 3p

4. In p dintre varfurile unui poligon regulat AgA; ... Age se scrie ,+17, iar in celalte
n = 2017 — p varfuri se scrie ,,—1”. Fie x; numarul scris in varful A;, 2 =0,1,...2016. Un
varf A; se numeste bun daca x; + 41 + Tipo+ ...+, >0sixi+21 +xi0+.. .+, >0
pentru orice j si k intregi, k <14 < j (indicii sunt luati modulo 2017).

Determinati valoarea minima a lui p pentru care, oricum am alege cele p varfuri in care
se scrie +1, exista cel putin un varf bun.

Solutie. Sa numim un varf pozitiv daca in el am scris +1 si negativ in caz contrar.

Vom arata ca raspunsul este 1345 . .. ... 2p
Daca luam 1344 de varfuri pozitive Ag, Ay, ..., Ay343, atunci A; + A;q + ... + Ago017 < 0
pentrui > 67251 A;+ A1+ ...+ A gz <Opentrud <671................... ... 2p

Daca avem cel putin 1345 de varfuri pozitive, sa asociem fiecarui varf pozitiv A; varful A;
cu cel mai mic j > i (daca exista) pentru care z; + ;11 + Tiyo + ... +x; < 0 si varful A, cu
cel mai mare k < i (daca exista) pentru care x; + x;—1 + x;_o + ... + x; > 0. Observam ca
fiecare varf negativ A,, poate fi asociat la cel mult un varf pozitiv A; pentru care i < n si n
este minim cu proprietatea x; + ;41 + Ziz2 + ... + 2, < 0 si la cel mult un varf pozitiv A,
pentru care j > n si n este maxim cu proprietatea x; +x;_1 +x;_2 +... +x, < 0. Deoarece
exista cel mult 2017 —1345 = 672 varfuri negative, acestea au cel mult 2 x 672 = 1344 varfuri
asociate, deci ramane cel putin un varf bun ......... . 3p



