Solutii — clasa a 10-a

VI3 4 Vi VE=8
1. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul ¢ \/z +/y — 5+ /z = 8

VIV V=T =8

Solutie. Observam solutia (4,9, 16) .. .. ..o 1p
Prin scaderea primelor doua ecuatii obtinem /x — vz —3 =,y —y—5........... 1p
Folosind conjugate, relatia poate fi scrisa 3(\/y + /y —5) = 5(v/x + V& — 3). Aceasta
arata ca, daca (z1,y1,21) i (T2, Y2, 22) sunt solutii iar x; < xq, atunci §i y3 < Yo ........ 3p

Folosind analog ecuatiile 2 si 3, precum gi concluzia precedenta, deducem ca sistemul nu
poatea avea mai mult de o solutie: daca (x1,y1,21) §i (22, Y2, 22) ar fi solutii diferite si, de
exemplu, r; < 9, atunci y; < yo §i 21 < 2, In contraditie cu \/xr; — 3 + Vy1 + /21 =

\/$2—3+\/y_2+\/2_2 .................................................................. 2p

2. Ardtati cd, dacd a si z sunt numere reale si a > 2, atunci a®"*(a + 1)°% < a?.
Solutie. Prin logaritmare obtinem relatia echivalenta sinx + (log,(a + 1)) cosz < 2...2p

Pentru cosx < 0, inegalitatea este evidenta ............ ... ... ... ... .. 1p
In(a+1 Ina+In(1+1/a In(1+1/2

Apoi log,(a+ 1) = (ln: ) — Inat 1n(a+ [ <14 M =logyd ... 2p

Pentru cosx > 0, cum log,3 < 1,6 (deoarece 35 < 2%), deducem ci membrul stang al

inegalitatii de demonstrat este mai mic decat sinx + 1,6 cosz < /124162 <2........ 2p

3. Se considera cinci puncte distincte pe un cerc. Din centrul de greutate al fiecarui tri-
unghi determinat de trei dintre aceste puncte se duce perpendiculara pe dreapta determinata
de celelalte doua puncte. Aratati ca cele zece perpendiculare astfel obtinute sunt concurente.

Solutie. Fie A, B, C', D, E punctele. Vom folosi vectorii de pozitie a punctelor, luati cu
originea in centrul O al cercului. Aratam ca punctul de concurenta este punctul P avand

vectorul de pozitie p = (a F O A At ) 3p
Centrul de greutate G al triunghiului ABC' are vectorul de pozitie (a +b+c)....... 1p
Rezulta Cﬁ d+e deci Cﬁ are directia lui 53—1—0? care este un vector perpendicular
pe DE, adica perpendlculara din G pe DE trece prin P...........ooiiiiiiiii .. 3p

4. Vom spune ca un sir (a,),>1 de numere strict pozitive este

e supercrescator daca exista ¢ > 1 astfel incat a,, .1 > qa,, oricare ar fi numarul natural
nenul n;

e rarefiat daca exista un numar natural k astfel incat orice interval [z,2x], x € R, sa
contina cel mult k termeni ai sirului.

a) Este adevarat ca orice gir supercrescator este rarefiat?
b) Este adevarat ca orice sir strict crescator si rarefiat este supercrescator?

Solutie. a) Da. Pentru un sir supercrescator, a, > ¢*a,,Vk € N*................... 1p

Pentru & ales convenabil (i.e. k > log, 2), " > 2, deci anip > 20 o 1p

Astfel, daca a,, este cel mai mic termen al sirului situat in [z, 22|, atunci in acest interval

se pot afla cel mult k termeni ai sirului: {@n, Gni1, ooy Quak—1} «covveeii 1p
2" ,pentru n impar

b) Nu. Contraexemplu: girul dat de a,, = 4 o
= 2770 pentru n par

Avem ag,—1 = 22" < ag, sl ag, = ZE22L < 222071 = gy, deci sirul este strict
crescator. Apoi, deoarece ag,1 = 2as,_1, un interval [z, 2x] contine cel mult un termen de
rang impar, deci, fiind strict crescator, cel mult trei termeni ai girului .................. 1p

In sfarsit, daca §1rul ar fi supercrescator, din a,, = (1 + 2n) azn—1 ar reiegi ca 1+ 5- >

> q > 1, adica 2n <3 1 pentru orice n € N* —imposibil........ ... ... ... L 1p



