Asupra unei probleme de perpendicularitate

Idei elegante, metode neasteptate de rezolvare, rationamente megtesugite:
iata numai cateva dintre darurile cu care Matematica 1i rasplateste pe impati-
mitii problemelor sale. Daca va numarati printre ei, va propunem sa va
delectati in continuare cu o problema asupra unei configuratii de puncte
atat de bogat interrelationate incat permit aplicarea unui intreg evantai de
tehnici. Acestea conduc la o multitudine de solutii in care veti avea ocazia sa
observati particularitatile metodelor, precum si avantajele si dezavantajele
fiecareia.

Dam cuvantul Geometriei:

Fie patratul ABCD,ACNBD = {0}, M mijlocul lui OA, N mijlocul lui
BC, P mijlocul lui CD, S mijlocul lui OD, H ortocentrul triunghiului M N P.
Sa se demonstreze ca punctele N, H, S sunt coliniare.
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2/2011.
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Sa observam pentru inceput ca N, H si S sunt coliniare daca si numai
daca NS trece prin H, adica NS este perpendiculara pe M P. Ignorand
punctul H, problema se reduce la a demonstra ca NS | M P.



Solutia 1. (sintetica)
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Deoarece PC = BN, CM = BSsi<SBN = <PCM , rezulta APCM =,
= ABNS, deci <PMC = <«<BSN

Dar <MTO = <STR. Obtinem <SRT = <MOT = 90°.

Deci NS 1L MP.



Solutia 2. (sintetica)
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Triunghiurile PCM si NBS sunt congruente si au aceeagi orientare.

Cum PCLBN, rezulta ca MPLNS.
Solutia 3. (sintetica)
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Vom demonstra ca M P este perpendiculara pe o dreapta paralela cu



NS.

Avem: MS | AD si MS = AD,BN || AD si BN = $BC = 1AD.
Deci BM SN este paralelogram, de unde BM || SN.

Deoarece PF = EM,MF = EB§i<MFP = <MEB, rezulta AMFP =
= ABEM, deci <FMP = <EBM.

Dar <EBM = 90° — <EM B. Obtinem:

<FMP +<EMB =90° = <BMP = 90" = MPLSN.

Solutia 4. (sintetica)
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Fie MGLBC,G € BC.

Vom demonstra ca M P1 BM, de unde va rezulta ca M PLSN.

Avem: AMFP = AMGB.

Fiind la fel orientate si F'P1 BG, vom avea PM 1 M B.

Sau: din AMFP = AMGB = <FMP = <BMG. Cum <FMG =
= 90°, va rezulta <BM P = 90°.

Sau: <M PF = <M BG = BM PC este inscriptibil = <BMP = 180°—
—<PCB = 90°.

Solutia 5. (sintetica)

Vom utiliza un rezultat mai general si anume:



Fie BMPC' un patrulater in care: PC # BC,<PCB = 90°, M se afld
pe bisectoarea unghiului <PCB. Atunci: BM = MP < <BMP = 90°.

In cadrul problemei este Intalnita aceasta situatie si cuam BM = M P, va
rezulta cd <BM P = 90°.

Demonstram in continuare acest rezultat:

BM = MP < M se afla pe mediatoarea segmentului [BP], adica M se
afla la intersectia dintre aceasta mediatoare si bisectoarea unghiului <BC P.
Cum PC # BC, cele doud drepte se intersecteaza intr-un singur punct

(nu sunt paralele i nici nu coincid), aflat pe cercul circumscris triunghiului
BCP, adici pe cercul de diametru BP. Deci BM = MP < <BMP = 90°.

Solutia 6. (sintetica)
Vom utiliza urmatorul rezultat:

Daca A, B,C, D sunt patru puncte in plan, atunci:
ABL1CD < AC? — AD? = BC? — BD?.

Pentru demonstratia acestuia gi pentru mai multe aplicatii ale lui, puteti
consulta [1].
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Fie a latura patratului. Avem:
2 2 1
MS=2 NP = —a\/_,SP - —a\/_,MN _ o/10
2 2 4 4
10 2 2 2
Atunci, MN? — NP? = a _a_:a_’
16 2 8
2 2 2
iar SM2 - sp2=2 % 0
iar 1 8 <

Cum MN? — NP? = SM? — SP?, va rezulta SN LM P.



Solutia 7. (transformari geometrice)

Consideram rotatia de centru C si unghi —90° notata r_ 90°,

Fie A", D', M',0', P imaginile punctelor A, D, M, O, respectiv P prin
aceasta rotatie. Fie apoi translatia ce duce C'in B, adica translatia de vector
C@ , hotata tC—B>. , /

Prin aceasta translatie, M se transforma in S si P in N. Deci dreapta
M P se transforma in dreapta SN prin tzpore 900, de unde va rezulta ca
SN1IMP.



Solutia 8. (vectoriala)

Vom utiliza faptul ca doi vectori sunt perpendiculari daca si numai daca
produsul lor scalar este nul.

Avem: ]\ﬁ:m—i—ﬁgiﬁ:ﬁ—kﬁ.

Notam latura patratului cu a. Obtinem:

3P N3 = V3. NP4 313 PS4 5P NP 4 5B P =

@ a2 om oa av2 3w o oa_ e a®
2 2 4 2 4 4 8 4 8 8
Deci MP1NS.

Am folosit faptul ca SPLPN, precum i masurile unghiurilor dintre

vectorii implicati in calcul.



Solutia 9. (analitica)

Considerand latura patratului de lungime 1, punctele din figura vor avea

urmatoarele coordonate:

_Ys— YN _ _ Ym —yp 1
MmNs =3, mup = =—=
rs — TN TN — X p 3

Cum myg - -myp = —1, vom avea NSLMP.



Solutia 10. (numere complexe)

Vom utiliza urmatorul rezultat:

Zs — 7N

SNLMP < este pur imaginar.
Znt — Zp

Atribuim lui O afixul 0 si lui D afixul 1. Atunci, celelalte puncte vor
avea urmatoarele afixe:

A(Z)v B(_l)v C(_i)v M(%)’N(_é_i)v P(l_i)v S(%)

Zs—Zn  3—= i42

Zy—Zp  L-LEi 211

Obtinem

—1.

Cum —i este pur imaginar (are partea reala 0), va rezulta ca SN LM P.
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