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Résumé

Le probleme de la relation entre la hauteur d’'un polynéme et de ses puissances
se pose. John Abbott, en recherchant les polynémes dont les hauteurs des carrés sont
plus petites que celle du polynéme initial, a conjecturé que la hauteur du carré d’un
polynéme a coefficients entiers est au moins égale au double de celle du polynéme
initial. Dans le présent travail, nous considérons I’étude d’un analogue de la conjecture
d’Abbott dans le cas de la transformation de Graeffe-Dandelin.
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1 Introduction

La méthode de Graeffe ou méthode de Dandelin—Lobachevsky—Graeffe est un algorithme
pour déterminer toutes les racines d’un polynome. Elle a été élaborée indépendamment par
Germinal Pierre Dandelin en 1826 et Nikolai Ivanovich Lobachevsky en 1834. En 1837
Karl Heinrich Graeffe découvrit aussi I'idée principale de cette méthode. (L’histoire n’aime
pas les noms de plus d’une syllabe, on parle maintenant de méthode de Graeffe, autre
exemple analogue I’équation de Fermat est devenue celle de Pell.) La méthode conduit &
une séparation des racines en les élevant au carré a chaque étape. Ce résultat est obtenu
en modifiant seulement les coefficients du polynome. Finalement, les formules de Viete
permettent de trouver des valeurs approchées des racines. De nos jours cette méthode ne
sert plus pour trouver des valeurs approchées des racines mais possede un intérét théorique
lié a la mesure de Mahler.

La mesure de Mahler est multiplicative : pour tout polynéme P et tout entier positif
n, on a M(P") = M(P)". La hauteur d'un polynéme ne posséde pas cette propriété et
le probléeme de la relation entre la hauteur d’'un polyndome et de ses puissances se pose.
John Abbott, en recherchant les polyndmes dont les hauteurs des carrés sont plus petites
que celle du polynéme initial, a conjecturé que la hauteur du carré d’un polynéme est au
moins égale au double de celle du polynome initial, c’est la conjecture initiale d’Abbott. Ici
nous considérons I’'étude d’un analogue de la conjecture initiale d’Abbott dans le cas de la
transformation de Graeffe-Dandelin.
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2 Notations et généralités

Tous les poljrnémes considérés dans cet article sont a coefficients entiers. Pour un po-
lynéme P =" ,a; X" de degré d, on pose

d 1/2 d
— . — ,2 e .
()= s ol 1P1= (Sw) )=
1= 7=

et
[Pl = max{|P(2)| : |2[ =1},

que I'on nomme respectivement la hauteur, la norme, la longueur et la norme infinie de P.

Et on sait (Parseval) que
1 27 .
5 [ PPt =||P|*.
21 0
On sait aussi que (voir [8]), si u > A > 0, alors

1 2 4 1/x 1 (2 4 1/p
(5 [ peora) < (o [ ipeora)
T Jo T Jo

avec inégalité stricte si P n’est pas un monome. Enfin nous utiliserons librement les inégalités
(6]
be(P) < ||P|| <Pl <L(P).

De plus, si k = Card{0 < i < d : a; # 0}, on posera k = # P, le nombre de coefficients
non nuls de P, alors, clairement,

IP|| < VEht(P),  L(P) < kht(P).

La conjecture d’Abbott [1] qui a motivé notre étude est la suivante :

e Si P est un polynome a coefficients entiers qui n’est pas un monome alors
ht(P?) > 2ht(P).

Etant donnée la similitude qu’il y a entre la transformation de Graeffe et ’élévation au
carré d’un polynéme nous étudions la question, I’inégalité

ht(GP) > 2ht(P), (1)

ou GP désigne la transformée de Graeffe de P, a-t-elle lieu?

L’exemple du polynéme X — 1 pour lequel G(X — 1) = 1 — X montre que la réponse &
cette question n’est pas toujours positive. Plus généralement, si GP = +P il est facile de
voir que M(P) = 1. Inversement si P est de degré d et si M(P) = 1 alors L(P) < 27 et les
éléments de la suite G" P, n > 0, parcourent un ensemble fini si bien que cette suite est soit
ultimement périodique soit ultimement stationnaire.

En fait dans tous les cas la suite des G" P est ultimement stationnaire comme le montre
la petite démonstration qui suit. Soit P un polynéme de mesure 1 et soit ( une racine
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de P, alors ¢ est une racine de l'unité disons d’ordre k. Alors ¢? est une racine de GP
et son ordre est k si k est impair et k/2 sinon. On pose k = 2"k’ ot k' est impair. Soit
Q=QoUU---UQ, la décomposition de ’ensemble des racines de P ou {2y est ’ensemble
des racines pour lesquelles ¥ = 0, ou €); est ’ensemble des racines pour lesquelles v =1, ...
et ot w est le maximum des v (chaque racine est répétée autant de fois que sa multiplicité).
Alors I’ensemble des racines de GP est décomposé, avec des notations évidentes, en ' =
QLUOQLU-- U, _;, ol Q est égal & Qy augmenté de 'image de 1, et ol 2] est 'image de
Q41 pour tout i = 1, 2, ..., w—1. Il en résulte que 'on a GV P = G¥P et que G*P # G'P
lorsque 0 < u < v < w.

Dans le cas ot M(P) > 1 il est clair que M (G™P) tend vers l'infini avec n, ainsi que
ht(G"P). 11 existe donc un entier k > 0 tel que ht(GF¥P) > 2ht(P), mais — comme on le
verra plus bas — la valeur £ = 1 ne convient pas toujours. L’essentiel du travail qui suit
consiste a donner des conditions suffisantes pour que k = 1 soit valable.

3 La transformation de Graeffe-Dandelin
Si P est un polynome non constant on pose
GP(X)=P(Y)-P(-Y), ou Y?=X,

et, plus généralement, pour m > 2,

6., P(X) = [[ PV ),

i=1

oll € est une racine primitive m-iéme de l'unité et ot Y™ = X. Ainsi Go(P) = GP et les
racines de G,,(P) sont les puissances m-iemes de celles de P.

On utilise la mesure de Mahler : si P est un polynéome non constant de degré d, de
coefficient dominant a et de racines aq, ..., ag alors sa mesure est

d
M(P) = Jaf [ max{1, as]}.

Il est bien connu que (inégalité de Landau)
M(P) < [IP[,

ou l'inégalité est stricte lorsque P n’est pas un monome, et les formules de Viete conduisent
aussitot a la majoration
L(P) < 2¢M(P).

Pour ce qui nous intéresse ici, notons aussi que
M(P™) = M(G, P) = M(P)™.

Comme vu plus haut, la conjecture d’Abbott ne se généralise pas dans le cas de la trans-
formation de Graeffe-Dandelin. Par contre, la question se pose pour P a coefficients en-
tiers lorsque M(P) > 1. Méme pour certains polynémes tels que M(P) > 1 linégalité
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ht(GP) > 2ht(P) peut ne pas avoir lieu. Voici un tel exemple. Prenons pour P le polynéme
qui, a ce jour, a la mesure de Mahler > 1 minimale connue, il s’agit de

P=X04 X% X" X0 _X°_X*_X3+X+1,
pour lequel M(P) = 1.17628081 . ... On vérifie alors que
GP=X"_ X9 X"+ X - X? 4+ X+ X3 _X+1

est encore de hauteur 1. Ensuite on obtient successivement

Ga(P)=X" - x9 X7 3X6 - X°_-3X*-X%-X+41,
Gs(P)=X" - X? - 8X® —9X"4+5X° +15X°+5X* —9X% -8X? - X +1,
Gis(P) = X'° —17 X% + 56 X® — 121 X7 + 181 X% — 209 X° 4 181 X*
—121 X3 4+56 X2 17X +1,
G3o(P) = X0 — 177 X% — 616 X® — 1113 X7 — 1547 X® — 1745 X° — 1547 X*
— 1113 X3 - 616 X2 — 177 X + 1.

Le polynéme P est le polynome minimal d’un nombre de Salem «, avec o > 1 réel, dont
les conjugués autres que 1/c sont complexes de module 1. Donc M(P) = « et la formule
de Viete appliquée au coefficient de X? de G3o(P) montre que

1.173656... = 168'/3? < o < 186'/3% = 1.177395. . .,

ce qui illustre la méthode initiale de Dandelin pour le calcul des valeurs approchées des
racines d’un polynome.

Si on poursuit cette transformation, on trouve

Gea(P) = X1 — 32561 X° — 17640 X® + 46311 X7 + - - - |
Gios(P) = X' — 1060254001 X° 4 3327073560 X® + - - -

Ce qui permet alors d’obtenir ’approximation

1.176280818209108 < o < 1.176280818365.. . ..

Remarquons aussi que la transformation de Dandelin est facile a calculer : si on décompose
le polynoéme en sa partie paire plus sa partie impaire,

P(X) = Q(X?) + XR(X?),

alors, au signe pres,
GP(X) = Q*(X) - XR*(X),

ce qui montre bien que GP se calcule directement a partir des coefficients de P.

Exemple 1. Si P = X" — 1 avec n impair alors GP = —P.
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Réductions .
— On voit aussitot que G, (XP) = —X - G(P), on peut se ramener au cas ou P ne
s’annule pas a l'origine, dans la suite on supposera donc toujours — sans le rappeler

systématiquement — P(0) # 0.

— Si P est de degré d, son polynéme réciproque est P(X) = X?. P(1/X), alors G P est
le polyndme réciproque de G,, P.

— Si les polynémes P et @ vérifient Q(X) = P(—X) alors G,,Q = (—1)™G,, P pour tout
m.

— Sl existe un entier e > 3 impair tel que P(X) = Q(X*®) alors, encore, G,,P(X) =
GmQ(X*®), pour tout m. On pourra donc toujours supposer que, si P = > a;X*, alors
le pged des indices i tels que a; # 0 est égal a une puissance de 2. Notons aussi que si
P =Q(X?) alors GP = Q.

— Si le polynéme P n’est pas primitif, c’est-a-dire si P = bP; pour un certain entier b,
avec |b| > 1 et Py a coefficients entiers, alors G,, P = b™G,,(P1). On pourra donc se limiter
au cas ou P est primitif.

— Terminons cette liste par une remarque triviale : G,,,(—P) = (—=1)™G,,, P pour tout m.

Grace a ces réductions on voit que l'on peut se limiter & considérer des polynomes
unitaires primitifs pour lesquels ag > 0, ag—1 > 0 et 0 < |ag| < ag, la preuve est laissée en
exercice au lecteur.

Voici maintenant un premier résultat facile.

Théoréme 1. Posons H = ht(P). Silef(P)? > 2H alors le polynéme GP vérifie
ht(GP) > 2ht(P).

En effet, on a |lcf(GP)| = lcf(P)2.

Pour le cas général on a le résultat suivant.

Théoréme 2. Soit P de hauteur H tel que aq® > 2H, alors ce polynéme vérifie
m
ht(G,,P) > ht(P tout > 2.
(Gm )_<Lm/2J> (P) pour tout m >

Démonstration. Ceci vient d’étre démontré pour m = 2. Considérons m > 3. Alors G,, P =
ag™ X%+ .- et donc ht(G,, P)) > |ag|™ > aq?-2m"2 > 2™~ H, ce qui implique le résultat
puisque (WW/LQ j) < 2m~1 d’aprés un lemme démontré en [2]. a

Si on applique le Théoreme 1 au polynoéme réciproque de P, on aboutit au résultat
suivant.

Théoréme 3. Soit P un polynéme a coefficients entiers qui n’est pas un monéme et qui
vérifie ht(GP) < 2H, ou H = ht(P) > 1. Alors max{|ag|,|aq|} < /2ht(P). Donc P

posséde au moins trois termes non nuls.
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Examinons le cas des trinémes. Pour simplifier on pose
P=aX'+bX+c, d>e>0, d=1d/2], ¢ =le/2].

On pose a nouveau P(X) = Q(X?)+XR(X?). Il y a quatre cas a distinguer selon les parités
de d et e. Si on note I pour impair et P pour pair les quatre cas sont PP, II, IP et PI. Posons
Hy = ht(GP). Dans le cas PP, on a GP = Q% et donc Hy = ht(Q?) et ht(P) = ht(Q).
Dans [2] on a montré que la conjecture initiale de Abbott est vraie pour le polynémes avec
au plus six termes, donc Hy > 2ht(P). Dans le cas I, Q = ¢, R = aX? +bX° et

GP = —a?X% — 2gpX ¥ e+ _p2xe 1 o2

et on a toujours
Hy = max{a?,2|abl,b?, c*} > 2ht(P).

Dans le cas IP, QQ = bXe + ¢, R= aX? et
GP = —a?X? + 12X + 2bc X +

et alors
Hy = max{a?,2|bc|,b?,c*} > 2ht(P).

Enfin, dans le cas PI, Q = aX? +¢, R =bX¢ et
GP = a®X% + 2aeX? — PX° + .
Ainsi, dans le cas PI, si d # 2e on a
Hy = max{a?,2|ac|,b*,¢*} > 2ht(P)
et la condition (I) a lieu. Par contre, si ' = e on a
Hy = max{a?, |b® — 2ac|, *}.

Quitte & effectuer un certain nombre de réductions, on peut supposer que P = aX?+bX +c
avec a > 0, b > 0 et |c| > a. De plus, si ac < 0 alors Hy = max{b* + 2alc|,c?} > 2ht(P).
On supposera donc en plus ¢ > 0. Enfin si ¢ > 2b on a encore Hy > 2ht(P), on supposera
donc b > ¢2/2. Alors ht(P) = b et

Hy —2b>b% —2b—2¢% > ¢* /4 — 362,

ce qui montre que (I) a lieu pour ¢ > 4. Restent les cas 1 < ¢ < 3.

—Sic=3alors b > 5 et Hy —2b > b*> — 2b — 6a, ce qui montre que le seul cas ou (I) n’a
pas lieu est b = 5 avec a = 3, soit pour le polyndéme

Ty =3X?+5X + 3,

pour lequel Hy =9 et ht(Ty) =5 et M(T1) = 3.
—~Sic=2alors b >3 et Hy — 2b > b% — 2b — 4a, ce qui montre que le seul cas ol (I) n’a
pas lieu est b = 3 avec a = 1 ou 2, soit pour les polynomes

Ty =2X?% +3X +2, Ty =X%2+3X +2,
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dont la hauteur est 3 et pour lequels Hy = 4 et Hy = 5, respectivement, avec M(Tz) =
M(T5) = 2.

~Sic=1lalorsa=1,b>1et Hy —2b > b> — 2b— 2, ce qui montre que les seuls cas
ot (I) n’a pas lieu sont b = 2 et b = 1, soit pour les polynémes
Ti=X>42X+1, Ty=X>4+X+1,
dont la hauteur est b et pour lequels Hy = 2 et Hy = 1, respectivement, avec M(Tz) =
M(T3) = 1.

En résumé, nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 4. Soit P un trinéme a coefficients entiers, P = aX*+bX°®+c, avecd > e > 0
et abc # 0, alors ht(GP) > 2ht(P) sauf si P est réductible a 'un des cing polynémes
sutvants

3X? 45X +3, 2X?4+3X+2, X?4+3X+2, X?42X+1, XP4HX 41

4 Les polyndomes cubiques

Commengons par des remarques tres élémentaires.

Proposition 1. Soit P = aX"™ +bX" ! +cX" 2 + ... un polynéme a coefficients entiers
de degré n avec a > 0. Posons h = ht(P) et supposons h = max{a, |b|, |c|}. Alors, 'une
quelconque des conditions suivantes

(i) b=0 et c#0,
(i) h>2 et c=0,
(iii) ¢ <0,
mmplique
ht(GP) > 2ht(P).
Démonstration. Posons H = GP. On a le développement

GP = (*1)"((12)(” + (2ac — b)) X" 4. ).

Donc, si b = 0 alors |2ac — b%| = 2alc| > 2h, ainsi (i) implique bien H > 2h.
Si ¢ =0 alors H > max{a?,b?} > 2h si h > 2.
Enfin, si ¢ < 0 alors H > b? + 2alc| > 2h. Ce qui achéve la démonstration. 0

On peut compléter la proposition précédente par un lemme technique mais facile a
démontrer.

Lemme 1. Soit P = aX" +bX" ' +cX" 24 ... + k un polynéme & coefficients entiers
avec a > 0, b > 0 et k # 0. Soient h = ht(P) et H = ht(GP). Supposons H < 2h alors
max{a, |k|} < v/2h. De plus, si h =b alors b=9 ou b < 7.

Sib=29 alors (I) a liew sauf peut-étre sia =4 et 8 < ¢ <9.
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Sib="7 alors (I) a lieu sauf peut-étre sia =3 et 6 < c < 7.

Sib =06 alors (I) a lieu sauf peut-étre sia =3 et 5 < ¢ < 6.

Sib =75 alors (I) a lieu sauf peut-étre sia =3 avec3 < c<5ousia=2 avecd <c<5.

Si b =4 alors (I) a lieu sauf peut-étre si a = 2 avec 3 < ¢ < 4.

Sib =3 alors (1) a lieu sauf peut-étre sia =2 avec 1 <c<3 ousia=1et2<c<3.
(

Sib=2 alors (I) a lieu sauf peut-étre si a =1 avec 1 < ¢ < 2.

Démonstration. Le point de départ consiste a noter que si a? > 2h alors (I) a clairement
lieu. Supposons maintenant » = b. On note que 2b > H > b*> — 2ac > b(b — 2a) implique
b < 2a+1. Avec a® < 2b — 1, cette inégalité donne a < 2 + V5 et b <5+ 25, soit b < 9.
A partir de 14, on considere chaque valeur de b comprise entre 2 et 9 et pour chacun de ces
b on calcule les valeurs possibles pour 'expression b — 2ac pour 1 < a < vV2bet 1 <c¢<b
(noter que si ¢ < 0 alors b — 2ac > b? > 2b). Le résultat s’ensuit. 0

Nous pouvons maintenant appliquer cette proposition au cas des polynémes cubiques.
Soit P = aX?3 +bX? 4 cX +d un polynome cubique & coefficients entiers de hauteur h avec
d=P(0)#0.On a

GP = —a’X3 + (b? — 2ac)X? + (2bd — ¢*) X + d*.

Apres des réductions convenables on peut supposer a > 0, b > 0, d # 0 et h = max{a, |b|}.
Posons H = ht(GP). Si h =1 alors (I) a lieu saufsi P = X3+ X?+ X +1ousi P = X3+1.
Nous supposons maintenant & > 2. On a H > max{a?, d?}. On peut donc aussi supposer
b="h,a < V2betd< v2b. D’aprés le Lemme ci-dessus on peut aussi supposer ¢ > 0 et
b=9 ou 2 < b <7. En analysant chaque cas on aboutit finalement au résultat suivant.

Théoreme 5. Soit P un polynome cubique a coefficients entiers avec P(0) # 0, h = ht(P)
et H="ht(GP) alors on a H > 2h sauf si P se réduit a l'un des cas suivants :

P=4X%+9X%+9X +4, alors H = 16,
P=4X349X24+8X+d, 3<d<4, alors H=17,
P=3X34+7X%+7X +3, alors H=29,

P=3X347X?46X+d, 2<d<3, alors H=13,
P=3X34+6X24+5X+d, 2<d<3, alors H=2d+5,

P=3X3+5X%+3X+1, alors H=29,
P=3X3+45X?+4X+d, 1<d<2, alors H=9,
P=3X34+5X%4+5X +3, alors H =9,

P=2X345X?4+4X+d, 1<d<2, alors H=9,
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P=2X34+4X?4+3X+d, 1<d<2, alors H=23d+1,
P=2X34+3X24+3X+d, 1<d<2, alors H=4,

P=2X3+3X%+2X +1, alors H =4,
P=2X34+3X?>+X+1, alors H =5,
P=X34+3X?4+¢cX+1, 2<c¢<3, alors H=9 — 2c,
P=X34+3X%+3X +2, alors H =4,
P=X342X?4+¢cX+1,1<¢<2, alors H=5-2c,
P=X341, alors H=1,
P=X34+X?4+X+1, alors H =1.

5 Inégalité de Landau

. . d ; . .
Soit maintenant P = )., a; X" non nul, non monéme. Pour tout entier m > 2 on a

1/m

L(P) < 29M(P) = 24 (M(P)") /™,
de plus M(P™) = M(G,, P) = M(P)™, et I'inégalité de Landau implique

L(P) < 2M(P) < 2 (min{| P™, |G PI[}) "™

En particulier,

Théoréme 6. Soit P un polynéme a coefficients entiers de degré d > 1 qui n’est pas un
monéme alors, pour tout entier m > 2 on a

G P|| > 27 L(P)™

et donc
ht(GP) > 2™ (d 4 1)"2L(P)™.

On en déduit aussitot le résultat suivant.

Corollaire 1. Soit P un polynome a coefficients entiers de degré d qui n’est pas un mondome
alors il existe un nombre Ly tel que pour L(P) > Lo et pour tout entier m > 2 on a

ht(G,, P) > 2" ht(P).
On peut prendre Lo = 2 (44T [/d + 1})2.
Corollaire 2. Pour tout d > 1 fiz€ il n’existe qu’un nombre fini de polynomes a coefficients

entiers de degré d pour lesquels ht(GP) < 2ht(P). De plus pour un P donné avec M(P) > 1,
il existe un entier mg tel que si m > mg et Q = G, (P) alors on a ht(GQ) > 2ht(Q).
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6 Polynomes lacunaires
On appelle valuation d’un polynéme P, et on note val(P), le plus grand entier r tel que
X7 divise P, ainsi val(X? — X?) = 2. Dans [4] le résultat suivant est démontré.

Théoréme B. Soit P = a4 X% +a, X" +Q un polynéme a coefficients entiers de degré d ot
Q@ est un polynéme a coefficients > 0 de degré s avec r > 2s, alors P vérifie la conjecture
d’Abbott.

Ici nous démontrons la variante suivante.

Théoreme 7. Soit P = agX?+a, X" 4+ Q un polynéme a coefficients entiers de degré d ot
Q est un polynéme a coefficients > 0 de degré s avec r > (d+5)/2 et max{a?,a?} > 2ht(P)
alors GP wvérifie l'inégalité (1).

Démonstration. Il faut distinguer quatre cas suivant les parités de d et r. On constate, avec
les hypothese ci-dessus, que 1’on a toujours

ht(GP) > max{a3,a?},

d’ou la conclusion. O

7 Utilisation des racines des polynomes

7.1 Polynémes admettant un nombre de Pisot-Salem comme ra-
cine
Définition 1. Un nombre de Pisot-Salem est un entier algébrique réel strictement supérieur

a 1 dont tous les conjugués sont de module au plus égal a 1.

Exemple 2. Le polynome P de degré dix considéré plus haut est un polynome de Pisot-
Salem (en fait de Salem).

Théoréme 8. Soit a un nombre de Pisot-Salem de polynéme minimal P de degré d, ou plus
généralement un polynome qui a une seule racine de module > 1, disons a. Si o > 2(Ld(/12j)
alors P vérifie l'inégalité (I).

Démonstration. Soit P € Z[X] un polynéme unitaire de degré d, de racines a, 3, v, ... avec
a>1rélet |8 <1,|y<1,...alors

10P) < (g )P = ()

Par ailleurs, les racines de GP sont o?, 82, 42, ... donc
gP:Xd—(a2+52+72+---)Xd_1+~-- )

Ce qui montre que
ht(GP) > o® — (d — 1).

D’ou le résultat. O



M. Cipu, G. Kientega, M. Mignotte, S. Nikiema 223

Supplément

On utilise le résultat suivant.

Lemme 2. Soit P = (X — (1) (X — (n)Q(X) un polynéme a coefficients complezes,
alors

ht(P) > (|G = 1] -+ - [[Gn] = 1] - ht(Q)

ainst que
ht(P) < (1G4 1) - (16| + 1) - ht(Q).

Démonstration. La premiere inégalité est le Théoreme 1 de [1], la seconde est triviale. [

On en déduit facilement.

Théoréme 9. Soit P = ag X%+ --- + a1 X + ag un polynéme a coefficients entiers avec
aqag # 0 dont les racines (i, ...,Cq sont telles que

[[Cul =1 |ICal = 1] - aa| = 2,
alors P vérifie l'inégalité (I).
Démonstration. D’apres le Lemme 2 , on obtient I'inégalité
ht(GP) = [aal? (G2 = 1)~ (1Cal? = DI = laal? (2] = 1)+ (Gl = DIGl+1) - (Gl + 1)
et la conclusion s’ensuit grace au Lemme 2. 0
Corollaire 3. Soit P = agX®+ -+ + a1 X + ag un polynéme a coefficients entiers avec
agag # 0 dont les racines Cy,...,Cq sont telles que p = minj<;<q {|G|} > 1+ (2/ |aal)/?,
alors P vérifie l'inégalité (I).
Démonstration. L’hypothese > 1+ (2/ |ag|)*/? conduit & Pinégalité

1Ce] = 1]+ -+ [[¢al = 1 |aa| > 2

et le résultat découle du Théoreme 9. O

Si on considere la mesure, on voit que
Vd+ 1ht(GP) > M(GP) = M(P)? > M(P) - ht(P)/2%.
Par conséquent
M(P) > (2\/mht(13))1/2 — ht(GP) > 2ht(P).

Mais ce résulat ne semble pas tres facile a appliquer.
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8 Polynémes asymétriques

Dans cette section, nous considérons un polynome asymétrigue si un des coefficients est
trés grand par rapport aux autres. Chaque fois on va préciser les sens a donner a I’expression
“trés grand par rapport aux autres”. Voici un résultat pour de tels polynomes.

Théoreme 10. Soit P = ijo a; X" € Z|X] un polynéme non nul tel qu’il existe un indice
{ pour lequel

lag| >1+4/14+52+52 o0 S = > la;] et Sa= > .
i=¢ (mod 2), i#L 1Z0 (mod 2)
Alors ht(GP) > 2ht(P).

Démonstration. On minore la hauteur de GP par le module du coefficient qui contient a?
en notant qu’il n’y a pas d’autre terme du développement de ce coefficient qui contient a,

et on obtient
ht(GP) > |ag|* — S7 — S5.

Et 'hypothese de 1’énoncé implique
ht(GP) = 2ayl,

ce qu’il fallait démontrer. 0

Le résultat que nous venons de démontrer est utile dans I’étude des polynémes quartiques
avec le double de la hauteur strictement plus grande que la hauteur de la transformée de
Graeffe-Dandelin.

Théoréme 11. Soit P € Z[X] un polynéme primitif de degrée 4 avec P(0) # 0. Si
ht(GP) < 2ht(P) alors P se réduit a l'un de 362 cas qu’on peut explicitement déterminer.

Démonstration. Soit P = aX?* + bX3 + ¢X? + dX + e, avec tous les coefficients entiers.
Apres des réductions convenables on peut supposer a > 0, b > 0. Notons h = ht(P) et
H = ht(GP). Puisque

GP = a*X* + (2ac — b*) X® + (¢ + 2ae — 2bd) X? + (2ce — d*) X + €2,

on a
H = max{a?, |2ac — b?|,|c® + 2ae — 2bd), |2ce — d?|, €*}.

Dans le cas ot h = b > |c| on applique le Lemme 1. Le raisonnement de la preuve du
Théoreme 5 conduit rapidement a la conclusion que P se réduit a I’'un des 81 cas possibles.

Dans la suite de cette preuve on suppose qu'on a h = |¢[ > b. On note que ’hypothese
2|¢| > b% — 2ac implique

c>0 et b <2c(a+1)—1.
De I'inégalité 2c > d? — 2ce on déduit

e>1 et d*<2(e+1)-1,
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tandis que 2¢ > ¢ + 2ae — 2bd implique

ae < bd.

D’apreés le Théoréme 10 on a ¢ < 1+ /1 + (a +¢)2 + (b + |d])2, donc

(c—1)? <2(a* +e*) +2(b* +d*) <2(4c—2) +4cla+e—2) —4
< 16¢ — 8 + 8¢V/2c.

(Ici on a tenu aussi compte de Théoréme 1.) L’inégalité en ¢ qui en résulte est satisfaite
seulement pour ¢ < 161.

Maintenant tous les coefficients de P sont bornés et un programme écrit en PARI/GP
[7] donne dans une minute la liste de 281 polynémes satisfaisant toutes les restrictions
imposées. 0

Notons qu’il y a aussi 8 polynémes quartiques non-primitifs satisfaisant ht(GP) <
2ht(P).

Dans la notation de la preuve précédente, on constate que H pour les quartiques dont le
coefficient de valeur maximale est b prend une des valeurs 1 2 9, 11 &4 13, 16, 17. Ces nombres
sont des termes consecutifs dans les suites A326643 (dont le n-ieme terme donne le nombre
des sous-ensembles de {1,2,...,n} ayant la moyenne arithmétique et celle géometrique
entiere) et A222030 (dont les termes sont soit des nombres premiers soit de la forme [n?/4])
listées dans [9]. La hauteur des autres polynémes mentionnés dans le Théoréme 11 est égale
al,34a30,32, 33, 35 a 37, 41, 45, 49, 53, 57 ou 65. Cette suite ne figure pas dans [9].

Le Lemme 2 montre que la hauteur A d’'un tel polynéome est une des valeurs 1 a 7, 9 si
h = b. En examinant la liste produite par notre programme, on constate que h peut étre
n’importe quel nombre de 1 & 29 ou 33 si h = c.

Théoréme 12. Soit P € Z[X] de la forme P = Q + R, ot les polynomes Q et R sont de
parités différentes. On suppose que a est un coefficient extrémal de @ (c’est-a-dire relatif
au degré mazimal ou minimal de Q) et que a > 1+ /1 + L(R)?, alors

ht(GP) > 2a.

Si, de plus, a = ht(P) alors
ht(GP) > 2ht(P).

Démonstration. Comme a est le coefficient d’'un terme de degré extrémal de @, dans la
formule qui fournit GP la contribution de @) contient un terme dont le coefficient est exac-
tement a?. Il en résulte que

ht(GP) > a? — L(R)?.

La conclusion de la proposition est alors évidente. 0

Voici une variante du Théoreme 12 vu plus haut.
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Théoréme 13. Soit P = Q + R un polynéme a coefficients entiers de degré d tel que @
soit impair, R pair et que val(Q) > deg(R) et on suppose en outre que Q et R vérifient
ht(Q?) > cht(Q) et ht(R?) > cht(R) pour un certain nombre ¢ > 0 alors ht(GP) > cht(P).

La preuve est immédiate compte tenu des hypothéses et de la formule qui exprime GP
en fonction des polynomes @ et R.

9 Un complément

Notation 1. Soit P un polynéme a coefficients entiers de degré d de la forme P = aX*+R,
avec |a] = ht(P) et P(0) # 0. On pose R = Zf:o ¢ X, ot rg <1y < ... <re. Quitte g
remplacer P par son polynéme réciproque, on peut supposer que s < d/2.

Théoréme 14. Soit P(X) = R(X) + aX?® un polyndme pour lequel R ne contient pas de
terme en X°. On suppose que R est un polynéme en X° avec § > 1. Si l’'une des conditions
suivantes a lieu

— d’une part a® > 2ht(R) et d’autre part s n’est pas divisible par 6,

— d’une part a > ht(R) et d’autre part s n’est pas divisible par 9,
alors P vérifie l'inégalité (I).

Si P(X) = R(X) 4+ aX*® + bX?, avec s # t, est un polynéme pour lequel R ne contient
pas de terme en X°, ni en X* tel que |ab] > ht(P) et que R est un polynome en X° avec
0 > 1 avec de plus s+t pair et non divisible par 0, alors ht(GP) > 2ht(P).

Démonstration. Dans le cas o P(X) = R(X) + aX?®, on a
GP =GR+ a*(~1)*X" + (R(\/E) + (4)83(*%)?)) a(VX)®.

On remarque d’abord qu’il n’y a aucune simplification entre a?(—1)°X* et
(ROVX) + (1) R(—VX) ) a(VX)*.

— Sous la premiere hypothese, il n’y a pas de simplification entre GR et a?(—1)5X*
(puisque les exposants du développement de GR sont tous des multiples de § tandis que s
n’est pas divisible par d). Donc

ht(GP) > a® > 2ht(P).

— Si la seconde propriété a lieu, il n’y a pas de simplification entre GR et
(R(\/y{) + (—1)5R(—\/Y)) a(v/X)* (puisque les exposants du développement de GR sont

tous des multiples de ¢ et que ¢ ne divise pas s). Donc

ht(P?) > 2|a| > 2ht(P).

Dans le dernier cas, on a
GP =GR+ a*(—1)°X* + b*(—=1)' X" + ((=1)° + (=1)") abX = +
()" RVE) + VX)) a(vVX)* + ((-1)'R(VEX) + R(VX) ) b(VX)!
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quand on regarde le développement de GP on voit que les hypothéses impliquent qu’il n’y
a aucune simplification portant sur le terme ((—1)% + (—1)%) abX “=* et donc que

ht(GP) > 2|ab| > 2ht(P).

10 Une question

Dans l'introduction nous avons montré que les polynomes P tels que M(P) = 1, c’est-a-
dire les produits de polynomes cyclomiques, devaient étre mis de coté quand on étudie les
coefficients de la transformé de Graeffe. Notons aussi que si h est un nombre impair et si
P(X) = Q(X") alors GP = GQ(X"), ce qui conduit & considérer, pour P = E?:o a; X%, la
quantité

0 =60(P) =p.g.c.d.{i;a; # 0}.

Nous sommes maintenant en mesure de poser la question qui nous intéresse.

Question 1. FEriste-t-il une infinité de polynémes P de hauteur égale d 1, avec M(P) > 1
et §(P) =1 tels que la hauteur de la transformée GP soit aussi égale ¢ 1 ¢

Nous avons cherché des exemples par des calculs sur ordinateurs. Quand le degré aug-
mente de 1, le temps de calcul est multiplié par 3, en conséquence nous n’avons pu mener
les essais que pour d < 27. Pour d = 27, nous avons trouvé I’exemple

P =T g2y q?0 g _plT 1 g2 My a8 0TS 0® a3 a1
qui se factorise en
P:(I2+x+1)(x257x24+$197x17+x1371,11+x67x3+1)

et qui vérifie
1.718825 < M(P) < 1.718827.

Pour qu'un polynéme P de hauteur 1 ait un transformée de Dandelin-Graeffe aussi de
hauteur 1 il doit vérifier de nombreuses contraintes. Le résultat qui suit montre en particulier
que ses parties paire et impaire doivent étre assez bien “intercalées”.

Proposition 2. Soit P un polynéme de la forme P = (£ X £ X" 4. )4 (£XT £ X7 4...),
de hauteur 1, avec i >4 > ---, 57> 4 >--- et oulesi, i, ... sont tous pairs tandis que
tous les j, 7', ... sont impairs. On suppose que i +1' # 2j ainsi que i +14i > j+ 7' ou bien
que j + 7' # 2i ainsi que j+ j' > i+, alors la hauteur du transformé GP est > 2.
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Démonstration. D’apres les notations, on a

GP = (£X"? £ X"/2 4. 2 - X(2xU-D/2 £ x0'-D/2 4. )2
= (XP£2x (/2 4y 4 (—xT 22X /2 4,

Et on voit que la premiere hypothese implique que le terme 2.X (i+i)/2 pe subit aucune
simplification tandis que la seconde implique que le terme 2X 713)/2 ne subit aucune sim-
plification. D’ou la conclusion. 0

Corollaire 4. Soit P un polynéme comme dans la Proposition 2 on suppose que GP est
de hauteur 1, alors
e si 1 = d est pair
—sit'=d—2alors j =d—1,
—sit'=d—4alorsj=d—1etj =d—
—sii'=d—6alorsj=d—3ou (j,j) =
et on a toujours d > j > 1,

3,
(d—1,d—5),

e si j = d est impair
—sij’=d—-2alorsi=d—1,
—sij’=d—4alorsi=d—1eti =d-3,
—sij/=d—6alorsi=d—3ou (i,i') = (d—1,d — 5),
et on a toujours d > i > j'.

Démonstration. D’abord il est clair que les i et les j jouent des roles similaires, on déduit
donc le cas j = d du cas ¢ = d en échangeant les lettres i et j.

Soit donc P comme dans la Proposition 2 avec i = d et ht(GP) = 1. D’apres la propo-
sition on a nécessairement 7 + 4’ = 2j oui+1¢ < j+ 7.

—Si¢'=d—2alors (i+4')/2=d—1 et la seule possibilité est j =d — 1,

—sii’ =d—4alors (i +4')/2 = d — 2 et la seule possibilité est j + j' = 2d — 4, ce qui
impose j=d—1et j =d— 3,

—sii =d—6alors (i +1i')/2 = d — 3 et les seules possibilités sont j = d — 3 ou
(o) = (d—1,d - 5).

La preuve de la derniere remarque est laissée au lecteur. 0

Prenons 'exemple du polynéme P trouvé pour d = 26,
2204 g2 2 022 02 QAT Q16 Q13 12 11 1009 06 5 0B 4 a2y g

on est dansle cas i =d, i =d —2 et on a bien j =d — 1.
Et pour I'exemple du polynéme P trouvé pour d = 27,

22T 24 021 020 18 A7 A5 04 12 A1 08 LTy o6 5 4 0302 g

on est dans le cas j =d, j'=d —6 et on a bien i =d — 3.
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Remarque 1. En appliquant le corollaire au polynome réciproque de P, on obtient des
conditions sur les termes de bas degré de P. Dans les deux exemples précédents la partie de
plus bas degré est x2+x+1 ce qui correspond au premier cas du corrolaire, plus généralement
un polynéme P pour lequel ht(GP) = 1 ne se termine jamais par £x2F £ 1.

SiP= Z?:o a; X* on définit le support de P par S(P) = {i : a; # 0} et on pose #(P) =
Card(P). Nous utiliserons les notations S(P) = {e1,e2,...,ex} ol eg < eg < --+ < e} = d.
Nous limitons notre étude aux polynémes P de hauteur 1, de mesure > 1, unitaires, avec
P(0) # 0 (donc e; = 0) et tels que 6(P) =1 et h = ht(GP) = 1. On pose P = 25:1 g X,
ouey==+1, e, =1.

Examinons les petites valeurs de k. Mais notons d’abord que la valeur k = 5 est atteinte
pour le polynéme P = z° — 2% + 22 —  + 1. Nous nous limiterons donc & 1 < k < 4.

Les cas k < 2 sont triviaux, il n’y a aucun P. On note aussi que pour k > 3 'exposant
eo est nécessairement impair.

o k=3:Alors P=X%4e5X® +¢;

— si d est pair alors GP = X% 4 26, X%2 41 — X donc h = 1 implique ; = 1 et
d = 2ey, comme § =1onaP=X?+ X+ 1, polynéme cyclotomique, cas exclu.

— le cas d impair est impossible d’aprés la Proposition 2.

o k=4:Alors P=X%4 25X 4+ c5,X° 4 ¢;. Nécessairement ey est impair. Pour d
il y a deux cas : soit d est impair et alors ez est pair, soit d est pair et alors e3 est impair.

— Si d est impair, alors GP = — X% — 92g, X (d+e2)/2 _ xex 4 Xes 4 92125 X%/2 1 1. Donc
h =1 implique e3 = 2eq, €1 = €3 = ¢ (disons) et d 4+ ea = 2e3, 2 = 1, donc d = 3es et
de plus e = 2e3. Comme § = 1, le polynéme P est de la forme P = X3 +eX? + X 4 ¢ =
(X2 +1)(X +¢) et M(P) =1, cas exclu.

— Si d est pair, alors GP = X% 4 26, X%2 41 — X — 2e9e5 X (e3F€2)/2 _ Xe2 (Op g
d > e3> (e3+e€2)/2 > es donc la condition h = 1 implique d = e5 + ez et de plus exe5 = 7.
Le seul cas possible est donc P = X% 4 X97¢ + ¢X°¢ + ¢, oll e < d/2 est impair. Mais alors
P=(X9¢+¢e)(Xe+1)et M(P) =1, cas exclu.

D’ou le corollaire suivant.

Corollaire 5. Soit P un polynéme comme dans la Proposition 2 on suppose que GP est de

hauteur 1, alors #(P) > 5.

Posons P = Py + P;, ou Py désigne la partie paire de P et P; sa partie impaire et
Py=£X°1 £ X2 4 ... 4 X%k, P =£X £ X024 & XP

o0 =cep1 <epo < - <epk et e1,1 <er2 < -+ < ey Le transformé de Dandelin-
2

2
Graeffe est Q =GP = Py(VX) — A (VX) .

Bien sir les termes constants et £ X% de Q n’entrent dans aucune simplification. De plus
le terme £2X¢:2/2 de Q doit se simplifier soit avec +X ¢ soit avec £2X (¢1.11€1.2)/2 co qui
correspond respectivement & eg 2 = 2e11 ou a ez g = e1,1 + €1,2. I'n passant au polynéme
réciproque on voit que si d est pair alors le terme £2X (¢0.x0-1F€0.k0)/2 doit, se simplifier soit
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avec £X €0k soit avec +2X ((1ri-1F€15)/2 tandis que si d est impair on a des résultats
analogues.

Remarque 2. Si Py = X?+1 et sik > 5 (donc ky > 3) on voit que Q = X? £2X%2? +
1-— Pl(\/)>()2 et qu’au moins un des deux termes 42X (111€1.2)/2 oy £2 X (G181 -1F€181)/2
ne sera pas simplifié.

Notation 2. Si S(P) = {ej,e2,...,ep} avec 0 =e1 < eg < -+ < e =d on dit que P est
de type (e1,ea,...,ex) mod 2, ainsi par evemple P = X° — X* 4+ X2 — X + 1 est de type
01001.

Supposons maintenant k = 5.

D’apres la Remarque 2 P n’est pas de type 01110. Rappelons aussi qu’on a vu que
deg P > 5 et que pour le degré 5 le seul P avec ht(P) = ht(Q) = 1 et M(P) > 1 est, & une
réduction prés, P = X% — X4 + X2 - X + 1.

Si P est de type 01010, alors Py = X% 4+ X% + 1 et P, = X% + X, d’apres les
remarques plus haut, on a e3 = 2eq et d + e3 = 2ey4 et, pour les termes restants on a
d = ey + e4 ou d = 2e3. Dans tous les cas on obtient e3 = 3ea, €4 = 3es, d = 4es et comme
0(P) =1 on conclut que P se réduit & un polynéme de degré 4, cas exclu.

Si P est de type 01001, en passant au polynéme réciproque on aboutit au type 01101.

Si P est de type 01001 alors Py = +X® + X% 4+ 1 et P, = X+ X°. On voit
successivement que ez = 2ey, e4 = 2e3 = 4eg, e3 +e4 = d + e donc d = Seq et §(P) =1
impose P = X° 4+ X* 4+ X2 + X £ 1 et finalement P équivalent & X° — X4+ X% — X + 1.

Donc,

Corollaire 6. Si #(P) = 5 avec ht(P) = ht(GP) = 1, 6(P) = 1 et M(P) > 1 alors P se
réduit au polynéme X° — X4 4+ X2 — X +1.

Remarquons enfin que si P est un polynéme de degré d avec ht(P) = ht(GP) = 1,
§(P) =1et M(P) > 1 et si d est un entier impair > d alors le polynéme P = (X +1)P
vérifie encore ht(P) = ht(GP) =1, §(P) = 1 et M(P) > 1. En effet P = X?. P+ P, comme
il n’y a pas de simplification ht(P) = 1 et §(P) = 1, d’autre part GP = G(X¢+1)-GP =
(—X% 4+ 1) - GP est aussi de hauteur 1 et enfin M(P) = M(X¢ + 1) - M(P) = M(P) > 1.
On note que le degré de P est arbitrairement grand. La méme conclusion vaut en prenant
P = (X 2d" 4 xd' 4 1)P. On peut aussi prendre un polynoéme, disons F, qui est une solution
et poser P = F(X?) - P, alors P est encore une solution et M(P) = M(F) - M(P) > M(P),
ce qui montre que la mesure d’une solution peut étre arbitrairement grande. La question 1
admet donc une réponse positive. Ce qui nous amene a renforcer cette question par exemple
en :

Question 2. FExiste-t-il une infinité de polynomes irréductibles P de hauteur égale a 1,
avec M(P) > 1 et 6(P) =1 tels que la hauteur de la transformée GP soit aussi égale o 1 ¢

Question plus difficile que la précédente.
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