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Presque périodicité avec poids
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Abstract

This work is concerned with the study of the almost periodicity in the spaces where
the “shift operator” is not an isometry. The frame of the abstract G-modules and L% (G)-
modules is the suitable one, for a weight w compatible with the norm of the “shift operator”.
The notion of almost periodic elements with weight is natural in this spaces. The spaces
L?(G) and L% (G) are considered.

Résumé

Le but de ce travail est ’étude de la presque périodicité dans les espaces ot la “transla-
tion” n’est pas une isométrie. Le cadre abstrait des G-modules et L, (G)-modules est bien
adapté, pour un poids w compatible avec la norme de 'opérateur “translation”. La notion
d’éléments presque périodiques & poids est naturelle dans ces espaces. Leur étude pour les
espaces LY, (G) et L% (G) est traitée.
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1 Introduction

Dans I’étude classique des fonctions presque périodiques, la translation est une isométrie [1], [2],
[6], [12] pour les normes considérées. En général, une action d’un groupe localement compact
(abélien) G sur un espace de Banach F par application linéaire, c’est-a-dire un morphisme
x + L, de G dans le groupe des opérateurs inversibles, ne peut s’étendre & L'(G) mais a
lespace L} (G) = {f, f(x)l(x) € L*(G)} ot £, = || L, et si par exemple I'application x — £,
est continue.

Dans ce travail, L, ne sera pas nécessairement une isométrie, et le cadre général considéré
pour I'étude de la presque périodicité est celui des G,,-modules et L} (G)-modules ot w est une
fonction poids. Leurs définitions et propriétés fondamentales sont I’objet de la premiére partie.
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Aprés 'étude générale de la w-presque périodicité, le cas des espaces L. (G) est traité. Comme
dans le cas classique, seul I’élément nul dans LP(G), 1 < p < 400, est w-presque périodique si
le poids w vérifie lim,_,,w(z) = +00, G non compact.
Par contre pour les espaces L2(G) et LY (G), 1 < p < 400, la situation est bien différente.
Dans une derniére partie des notions de Zu—presque périodicité plus faible sont considérées a
I'image de G. Crombez et W. Gowaerts ([4], [7]).

2 Notations et propriétés fondamentales

Dans ce travail G est un groupe localement compact abélien, non compact et LP(G), 1 < p <
400 Pespace classique des classes de fonctions associé a la mesure de Haar dx de G.

Une fonction w définie sur GG, positive, mesurable, localement bornée est appelée poids sur
G si elle vérifie :

2.1 Espace LY (G)

Soit ¢ une fonction positive mesurable définie sur G ; les espaces LE (G) des classes de fonctions
f telles que fy € LP(G) munis des normes naturelles || f||,, = ||f¢|, sont des espaces de

Banach admettant Lg,l(G) comme espaces duaux avec ¢~ = i et % + ﬁ =1,1<p<+oc0.

D’aprés la proposition 1 de Spector [17], ¢ peut étre supposée continue sans restreindre la
généralité.

Si ¢ est localement bornée, (¢ continue par exemple) les fonctions bornées a support compact
ou encore les fonctions continues a support compact sont denses dans Lg(G)7 1 <p < +o0.
Une étude plus compléte de ces espaces peut étre consultée dans [9], [10], [15], [17].

Si ¢ est un poids w, LP(G) est contenu dans LP(G) et la translation (L, f)(y) = f(y — x)
est un opérateur sur LP (G) avec ||L,| < w(—x).

Pour p = 1, LL(G) est une algébre de Banach pour la convolution. Par la suite, w désignera
un poids symétrique sur G, i.e. avec w(—z) = w(x), et continue [17].

2.2 (G,-module

Un espace de Banach FE est appelé G-module s’il existe un morphisme du groupe L de G dans
le groupe des opérateurs inversibles (bornées) de E, i.e. :

Ly = Identité
Lyyy=LzoLy,, xz,ycG.

Si de plus, || L] < w(z) pour z € G ol w est un poids sur G, E est dit G,-module. Tout
G module est un G,-module; il suffit de prendre pour poids w(xz) = Max(1, || L,||) ou encore
w(z) = Max([L_ |, | La).

Les espaces LF,(G) sont des Gi-modules (|| L | < w(z)), 1 < p < oc.
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Pour un G,,-module E les sous-espaces de Banach suivants :

Ey,={e€ E|sup{||Lse|,z € G} < o0}
E.={e€ E |z Lye est continue Yz € G}

E,.={e € E |z~ L;e est uniformément continue, Vo € G}
Ep=E.NE,

E,po = FE,.NE

sont des sous-G,,-modules de E.

Pour 1 < p < 400, LP(G) = LP(G)..

En effet, comme LP (G). est fermé par densité, il suffit de montrer que toute fonction continue
a support compact appartient & LP (G),.

Soit f continue a support compact K et V un voisinage symétrique compact de 0 dans G ; f
et L, f sont & support dans K + V pour tout a € V et f est uniformément continue sur K +V
ce qui implique que :

lim Hf - fa”oo =0= lim ”f - LafHoo
= =

I = Lo flzzicr = ([ 1560) — Sl = P wr@iie) " aev

1
P

([ @ se-ape@a), aev

<|If = Lg flloo sup{w(x),z € K+ V} de, acV
K4V
c’est-a-dire :
i - P < 1 — = .
[REH‘}. Hf L, f”Lw(G) = il_rf%) Hf L, f”oo 0

a—0

2.3 L}(G)-module

Un espace de Banach E est appelé L} (G)-module 8’il existe un morphisme 7' de lalgébre de
Banach L] (G) dans l'algébre L(E, E) des opérateurs bornés dans E avec :

1Ttllze.e) < 1Ly
Tyug = TyoT,y

ol f * g est le produit de convolution dans L} (G). Par extension pour e € E,Ty(e) est noté
fxe="Ty(e).
Pour w = 1, une étude compléte est donnée dans [6] et ce qui suit en est fortement inspiré.
La partie dégénérée de E est notée Fgeg = {e € E| fxe =0, Vf € LL(G)}; c’est un
sous-L} (G)-module et E est un L (G)-module sans ordre (ou non dégénéré) si Egeg = {0}.
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Pour un L} (G)-module, le sous-L} (G)-module :

Eess = {f * e‘f S Li}(G)ve S G}

= {ele = lim py * €}

ot {/t }o est une unité approchée bornée (u.a.b.) de L. (G), est appelée partie essentielle de E.
L’existence d'une w.a.b. {iq}o est assurée dans L)(G) avec ||pallry (@) < 1, par exemple
par le lemme 3 [10].
FEos est un sous-espace de Banach de E et I’équivalence précédente est obtenue par le
théoréme de factorisation de Cohen [11]. Euss est sans ordre et F est dit essentiel si E = Fogs.

Remarque 2.3.1. La partie essentielle Ees d'un L} (G)-module est aussi un G,-module pour la
G-action L définie par
Lye=1lim(py)z xe =, *e1

sie=y *e1, p € LL(G),e1 € E et {iua}o une u.a.b.
De plus L vérifie

[La(e)] < w(—2)]e]
Ly(p*xe) =@, xe=@x* Ly(e).

La translation étant continue dans L. (G), si e = ¢ xe1,p € LL(G),e1 € E, 'inégalité

[Lze = e| = [lpz ¥ e1 = o xerll < llpz = @lly @ el

assure la continuité de L sur Feg.

Exemple 2.3.2. Les espaces LP (G), 1 < p < +oo sont des L} -modules et pour 1 < p < 400, ils
sont essentiels.

En effet, si f € LP(G) et » € LL(G) la convolution classique donne

|| / Lof o()dal| s c) < / Lol lo(@)ldz < 1oz / w(—2)|p(a)|dz

< fllzz el @)

w étant symétrique.

Pour 1 < p < +00, une w.a.b. {in}o de LL(G) est aussi une u.a.b. pour LP(G), i.e. LP(G)
est essentiel.

Par contre pour p = oo, il est immédiat de vérifier que la partie essentielle (L°(G))ess
est contenue dans (LY (G))(G CF(G)). La réciproque est classique et est démontrée plus
généralement dans la partie suivante.

2.4 Translation compatible
Un L} (G)-module E admet une G-action si F est aussi un G-module et si la G-action L vérifie
Lo Ty =T,Ly =1,

olt v (y) = ¢y — ), Vo,y € G, Vp € LL(G).
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Lemme 2.4.1. Eo admet une G-action L définie pour tout p € LL(G), e € E par :
Tio(e) = / o(2) Locdr et ||La| < w(@).
zeG

D’aprés la remarque 2.3.1, Fes admet une unique G action; pour e = p *x e1, ¢ € LL(G),
e; € F, la G-action L est unique et donnée par

Lye= @, *ej.
De plus, I'inégalité || L, e — el = ||z * e1 — ¢ * e1]| < [lwz — @llz1 (@) ller]| par continuité de la
translation dans L}, (G) assure que si E admet une G-action compatible, Fess est contenu dans
Comme dans ([6], [13]) Paction de L. (G) dans E vérifie, en utilisant les intégrales vecto-
rielles :

prin(a) = [ luhinle - y)dy
Tpesy =T [ olu)ir(a~v)dy = [ o)L, To,dy
Tyeiy(€0) = T, Ty (e1) = [ o)Ly (Lo, e2)dy
pour tout ¢,Y1 € L}u(G), €1 € Fess, i.e. comme tout e dans Fe est de la forme e =

Ty, (e1), Tp(e) s'écrit : Ty(e) = [(y)Lyedy,o € LL(G) et € € Eegs.
La norme de L, est donnée par

[Lzell = lim T, e = /Ly(e)(uaz)(y) < limg||pta, || llell = w(z)]e]

Lemme 2.4.2. Dans un G,-module E, la partie E. admet une structure de LL(G)-module
avec G-action pour tout poids vérifiant | L,|| < w(z). L’action T de LL(G) est donnée par

Ty(e) = /GLxe o(x)dr, e € E,p € LL(G).
Sur E., la G-action L étant continue, pour ¢ € L} (G), I'inégalité
I [ Laeote) del < [ ILaellel(@) do < el [ [Lalel@) do < el el o)
montre que l'intégrale vectorielle
Ty(e) = /Lze o(z)dz.
définit un morphisme d’algebre 7' de L) (G) dans L(E, F) vérifiant

1Tl < llellzy @)
Ty(Lee) = (T,,)(e) = Lo (T, e).
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Lemme 2.4.3. Soit E un L. (G)-module sans ordre avec G-action et {jiq}o une u.a.b. de
LL(G) :

o {lia * e}o admet un point adhérent ey si et seulement si e € Eoss; dans ces conditions
e1=¢€;

o {L,,(e)} admet un point adhérent ey lorsque xg — 0 si et seulement si e € E. ; dans ces
conditions e; = e.

Démonstration. Par hypothése, il existe un sous-filtre po * e tel que limy po * € = €1 et pour
tout ¢ € LL(G) :
pxep =limpy xprxe=pxe
CY,/

i.e. o * (e1 —e) =0 pour tout ¢ et 1 —e € Egeq = {0}.
De la méme fagon si limg L,,e = e1 pour tout ¢ € LL(G),

pre= lién Doy k€= lién(Lngp*e) = lién(gp*LxBe) =px*e;

i.e. 1 — e € Egqeg = {0}. 0

Définition 2.4.4. Une G-action et une LL(G)-action sont dites compatibles s’il existe a et
beR™ tels que :

i) Ly(pxe)=prxe=@xLge, Vo € G,Ve € E,Vp € LL(G);
i) af| Lo < w(z) < b|La], z € G.
Remarque 2.4.5.
1. Eess est un L} (G)-module avec G-action qui vérifie || L, || < w(x);
2. la condition ii) est inutile dans le cas des G-actions isométriques ;
3. un LL(G)-module est aussi un L}, (G) dés que w(z) < wi(z),z € G.

Théoréme 2.4.6. Soit E un L. (G)-module avec G-action compatible ; les sous-espaces Fess et
E. coincident.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.4.1, Eqq est contenu dans E, et pour tout e = p*xe; € Fegs
le translaté L,e s’écrit Lye = ¢, xe1 =@ * Ly e;g.

D’aprés le lemme 2.4.2 et la condition de compatibilité i), E. est aussi un L} (G)-module
pour la L} (G)-action donnée par I'intégrale vectorielle

I, (e) = /Lzego(:c)dx . p € LL(G). 0
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2.5 Module dual
Le dual £’ d'un L} (G)-module est aussi un L. (G)-module pour la L} (G)-action définie par
(T3(e),e) = (€', Ty(e)), e LL(G) ¢ €E', ecE.
De la méme fagon pour un G-module, la G-action est définie par
(Lre' e) = (€', Lye).
La partie dégénérée (E’ )deg dans E’ est 'orthogonal de la partie essentielle Eq de E et E' est
sans ordre si et seulement si E est essentiel.
2.6 Exemples
Soit w un poids sur G

e Les espaces LP(G) = {f € L (G)] fw € L*(Q), Hf||L5(G) = |l fwllLr(a)} et LZ,I(G) =

loc
{f € L (G) fL € LP(G),||f||LZ_1(G) = [If1]lze()} sont des LL(G)-modules et la

translation est la G-action compatible, 1 < p < +o00;
e pour 1 < p < +o0 des espaces L (G) et L' _,(G) sont essentiels ;
® (L2, (G))ess contient 'ensemble { f bornée et uniformément continue sur G} ;
o silim, o w() = 00, (L2 (G))ess contient I'ensemble {f bornée et continue sur G} ;

e soit F un espace de Banach et S un opérateur borné et inversible ; F est un £ (Z)-module
avec Z-action compatible pour :

— w(n) = max([[T"[|, [[T7"[1);
— Lye=S"eencZetec k,;
—To(e)=axe=3, zan S"e,a = {antncz € (L(Z) et e € E.

3 Homomorphismes

3.1 Cas général

Soit A un opérateur linéaire (borné) sur un L} (G)-module E ; puisque sur la partie essentielle
de E il y a deux structures, il existe deux notions d’homomorphismes.
Aest:

e invariant si A commute avec les opérateurs de “translation” :
AL, = L, A pour tout « € G i.e. A € Homg(FE, E);

e un multiplicateur si A commute avec les opérateurs de “convolution” :
AT, =T, A (A(xe) = xA(e)) pour tout ¢ € LL(G), i.e. A € Homy (cy(E, E).
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L’équivalence des deux notions est un probléme classique d’analyse harmonique [5].

Théoréme 3.1.1. Soit E et F deuz L. (G)-modules avec G-actions compatibles, E essentiel :
Hompy @y (E, F') C Homg(E, F).

Si de plus F' est sans ordre, les deuz espaces coincident Homp () (E, F') = Homg(E, F).

3.2 Cas particulier E = L1 (G)

Les résultats suivants sont importants pour la définition de la presque périodicité.
Soit E un L} (G)-module sans ordre ; I'espace

Homg (L. (G), E) = Homps () (LL(G), E)

est noté (LL(G),E); cet espace est naturellement un L} (G)-module sans ordre avec une G-
action compatible.

L’hypothése E sans ordre implique que ’homomorphisme naturel j : E — (LL(G), E) défini
par j(e)(f) = f * e est injective.

En général j n’est pas surjective, par exemple (L. (G), LL(G)) ~ M,(G) o M,(G) est
Iespace des mesures p telles que p w est bornée [10].

Lemme 3.2.1. j(E) est dense dans (L1 (E), E) pour la topologie forte d’opérateurs avec j(E) C
(L&J(G)7 E) - (Li;(G)7 Eess)-

Démonstration. Soit A dans (LL(G), E) et {ia}a une wa.b. de LL(G); les égalités

A(f) = lim A(po * f) = lim pro + (A(f)) = lim f * (A(pa)

montrent que j(E) est dense et puisque (Aus) € E, que (A(f)) € Fess. 0

Théoréme 3.2.2. Soit E un L. (G)-module; les espaces suivants sont isomorphes :

Ly(G), E') = (Eess)".

Démonstration.

e i) et ii) résultent du lemme précédent ;
e iii) est une conséquence de i) et ii) par

(Ley(G), (L, (G), B)) 2 (Lyy(G), (L, (G), Bess) = (Ly(G), Eess) = (L, (G), E) .

w
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Le résultat classique Ha(X,Y') 2 (X ®4Y) (¢f. par exemple [16]) s’écrit ici
Homp: () (LL(G), E') = (LL(G) @11y E) = (LL(G) % E)' 2 (Eess)'.

Corollaire 3.2.3. Soit E un L. (G)-module; E essentiel implique (LL(G),E') = E'; E sans

~

ordre et réflexif implique que E est essentiel avec (LL(G),E) = E.
Démonstration.

o (Li(G), E) = (Eess) = E';

o (Ly(G), B) = (Ly(G), (E)) = ((E')ess)' = (E') = E.

3.3 Exemples

(Ly(G), LE(G)) = LB (G), 1<p< +oo
(LL(G), LY _(G) = LP (G), 1<p<+oo
(Ly(G), LT (G)) = (L, (@) = L (@)
(LL(G), L3 (G)) = (LL(G)) = L (G)

4 Presque périodicité avec poids

Le concept classique de la presque périodicité au sens de Bochner (Normal function [1]) pour une
fonction continue est basé sur la relative compacité de son orbite sous ’action de la translation
L. Plus généralement, un élément e d’'un G-module FE vérifiant { L, (e), € G} est relativement
compact est dit presque périodique; ’ensemble des éléments vérifiant cette propriété est noté
E,p. Pour une étude de E,), il suffit de le considérer comme un sous-espace de Cy(G, E) en
utilisant le prolongement e — f(x) = L,e et de se reporter au cas classique. Mais en général la
G-action L, n’est pas une isométrie, la définition suivante est naturelle.

Définition 4.0.1. Soit E un G-module; e € E est dit presque périodique avec poids si l’orbite

pondérée {ﬁ, x € G} est relativement compacte dans E ; ’ensemble de ces éléments est noté
EL "
ap*

Il est clair que chp est un espace linéaire fermé et que c’est un sous-G-module de F et méme
de E. si'application z — || L, || est localement bornée; en effet la relative compacité de 'orbite
implique que {L,e},cc admet une valeur d’adhérence lorsque x tend vers zéro, i.e. d’aprés le
lemme 2.4.3 , e € E..

Remarque 4.0.2. Dans le cadre des L} (G)-modules sans ordre avec G-action compatible, les
définitions suivantes sont équivalentes :

i) 6 = {HLL”“’—;H, z € G} est relativement compact (e € EL))

ii) 6o = {%, r € G} est relativement compact (e € Ej,), (w-presque périodicité).
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11 suffit de remarquer que si K est un compact de E 'ensemble I - K = {\k|lzr € I, k € K}
est aussi un compact pour tout intervalle I compact de IR.
Si a et b sont tels que a||L;|| < w(x) < b||L,|| alors :

|
0, C [o, ﬂel et 61 C [a, b0

Remarque 4.0.3. Puisque w(x) > 1 pour tout x la relative compacité de {L, e,z € G} implique
celle de %,x € G} C [0,1{L, e,z € G}, i.e. la presque périodicité implique la presque
périodicité avec poids E,;, C EaLp =E;,.

Les deux notions coincident si le poids est borné, ce qui correspond au fait que ’ensemble
{||Lz]], z € G} est bornée, ce qui est aussi équivalent au cas d’un groupe d’isométries. Le résultat

classique pour w = 1 obtenu dans [6], [12], s’écrit ici :

Théoréme 4.0.4. Soit E un L. (G)-module sans ordre avec G-action compatible ; pour e € E
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) {%@ € G} est relativement compact ;

(i) j(e) : o € LL(G) = ¢ xe € E est un multiplicateur compact.

Remarque 4.0.5. La condition (i) implique que e est dans le sous-espace E. qui admet une
structure de L} (G)-module.

La condition (ii) implique que {pq * e}, admet une valeur d’adhérence, i.e. e est dans Fegs
qui admet une G-action.

Corollaire 4.0.6. Soit E un L. (G)-module sans ordre avec G-action compatible; pour tout
multiplicateur compact C de LY (G) dans E il existe un unique élément e € Eg, tel que C(p) =
pxe, o LL(G).

Le résultat suivant peut s’écrire en utilisant les notations de [14]
K(L,(G), B) = (Ly, E)y, = B,

ou K(LL(G), E) sont les multiplicateurs compacts et (LL(G), E)%, sont les éléments presque
périodiques avec poids du L1 (G)-module (L. (G), E).

L:C(pa)
w(z)

Démonstration du corollaire 4.0.6. Soit {jio }o une u.a.b. de LL(G); Pensemble { , T €

G } est relativement compact, i.e. e, = C(1a) € Ej, et {€a}a admet une valeur d’adhérence;

soit e un tel élément avec e = limg eg :
lim Clug ) = C(p) = 1ig10(uﬂ) xp=limesgxp=e*y ;

FE étant sans ordre, e est unique. O
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Démonstration du théoréeme 4.0.4. La condition (i) est équivalente au fait que ’enveloppe convexe
A = {ZZ ai%,2|ai| < 1} = {ZZ a;Lye, >, ailw(z;) < 1} soit relativement compacte
dans F et pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que

A et B:{so*el ¢ € Ly,(G), llelley ) Sl}

ont la méme adhérence dans F, i.e. A= B.
La méthode choisie en utilisant une approche barycentrique de I'intégrale est classique pour
le cas w(z) =1 (cf. [6], [15], [16]).

e (i) = (ii) ou B Cc A

Soit ¢ € LL(G) avec [¢||11 () < 1; sans restreindre la généralité w peut-étre considérée
continue et ¢ & support compact K.

Les applications = — w(x) et * — Lge, e € E., étant continues sont uniformément
continues sur K. Pour tout € > 0, il existe des familles finies de {z;} € K et {K;}
voisinage relativement compact de zéro, i = 1,--- ,n telles que

:ci—&—Kiﬂxj—i—Kj:(b, ’L7éj
Yzi+ (KinK)=K

lw(z; +h) —w(z;)| <e, heK;
l(L$i+h_L$i)(e)| <, h e K;.

L’approche par des sommes discrétes des intégrales vectorielles donne :
lose=3 / Loepada| = |3 [ (Lie = Loe)o(e)da]
' i=1 Y@+
< Z [, e <<l

En notant a; = [

Z|o¢z|w ) <Z/ z)|w(z;) dx
<Z/ o)l dw+2/ o)llola:) — ()| do

+llelly @ <1+e.

+ i P(@)d, Vinégalité s’écrit |l x e — 3 a;Ly,el| < € avec

< ol -
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les coeflicients normalisés :

En prenant a; = 7 +a,

|+HZ i — i) Ly €|

Hap*e—ZalL €||<||<,0*€—Zasz1€
<s+||ZaiLx.e|(1— ! )
B i=1 1 l+e
HLT H)
< 7
6+(§:|A Il
L) (o
a \l+e¢ llall

i.e. ¢ * e est adhérent a A ou encore B C A.

e (ii) = (i) ou A C B.
D’apreés la remarque ci-dessus, si e vérifie (ii) il est limite de uq * e ot {{1o} est une u.a.b.

Lyeq
? w(z)
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Pour e, = pq *x e, comme Lye, = Lyq * €, i.e. pour tout = et tout a € B;ala

5 Bohr presque-périodicité avec poids

La définition classique de la presque périodicité des fonctions continues définies sur IR est basée
sur la notion de relative densité des “presque-périodes” ([1], [2]) ou “e-presque-périodes”.

¢ est dit e-presque-période pour une fonction f si pour tout z € R, il existe h € [0, ] tel
que |f(z) — f(h)| <e.

Pour les fonctions continues, les presque-périodicités au sens de Bohr et au sens de Bochner
coincident ([6], [8]). La notation du Furstenberg ([8]) pour les fonctions uniformément récur-
rentes motive la définition suivante :

Définition 5.0.7. Un élément e d’un G-module est dit “uniformément récurrent avec poids”,
si pour tout € > 0 il existe un compact K de G tel que pour tout x € G, il existe k € K tel que

I - il <=
L0 Tl

L’ensemble de ces éléments est noté EL .

Théoréme 5.0.8.  Soit E un G-module avec 0 < inf{||L.||,z € G} = a; les espaces E.NEL,
et EaLp coincident.

Démonstration.
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e EL, C E.NEf,.

Soit e € E(fp C E.; comme 'orbite pondérée { Lec 2 c G } est relativement compacte,

ML
pour tout € > 0, il existe un nombre fini 1, ..., z, d’éléments de G tel que :

Le " Ly.e

i.e. si K ={x;,...,x,} pour tout x € G, il existe k € K tel que

L,e Ly.e
S
| Lell | Layell

+ B(0,¢).

e E.NEL C E,fp.
Réciproquement, si e € EL N E, Papplication  — L e étant continue pour tout compact
C de G l'ensemble

{|Lsz’z€C} C [0, é} x {Lye,x € C}

est relativement compact.

Par hypothése, pour tout € > 0 il existe un compact A = [0, é] x {Lge, x € K} tel que

L,
{HLLeH,x € G} C {|ILa|l,z € K} + B(0,¢) C A+ B(0,¢)

i.e. {ﬁ, reG } est relativement compact.

Remargue 5.0.9. EL n’est pas en général un ensemble linéaire [6].

Remarque 5.0.10. Soit E un L. (G)-module avec G-action compatible ; I'image f*e d’un élément
e € By, par f € L,(G) appartient a E%, N E.. La remarque 5.0.9 montre que EY, G B, G
(LL(G), Eg).

6 Applications

6.1 Espaces L?(G)

Les espaces E = LP(G), 1 < p < +oco sont des L} (G)-modules avec G-action compatible.
Pour 1 < p < 400, (LP(G))ap # {0} si et seulement si G est compact ([3], [4], [5]).

Théoréme 6.1.1. Soit G un groupe abélien localement compact non compact et w un poids
continu sur G avec lim,_,ocw(x) = 400 ; pour 1 < p < 400,

(LE(G))gp = {0}

Remarque 6.1.2. Pour w = 1,(L°(G))ap # {0}, c’est 'ensemble des fonctions presque pério-
diques. La condition lim,_,.w(x) = 400 est essentielle.
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Remarque 6.1.3. 1l n’est pas difficile de montrer qu'un poids tel que fteG —wfft) < 400 pour un
€ [1, +ool, vérifie lim;_, o w(t) = +o0.
Démonstration.
e Cas 1 <p< +o0.

Soit f # 0 dans (L%, (G))s, ; puisque {ﬁ, z € G} est relativement compact dans L? (G),
fly—=)

w(x)

ensemble {h(z,y) = | [P,z € G} est relativement compact dans L'(G) ainsi que

Pensemble des transformées de Fourier {h(x,7),z € G} dans Co(G); les transformées de
Fourier s’écrivent :

R M v e KT R vl B R e

Par hypothése, il existe {x4}o tel que lim, w(z,) = +00 et 5(’”;); converge dans LP (G).

Cette limite notée g vérifie |g|P € L' avec

— - — 1
l9lP () = lim |h(@a, M < Wm lfP () 5= =0, i g =0.
D’autre part les inégalités suivantes
L, 1
/ ’ of |7 dy—/’ u+x duz / |f(u)[Pdu
veglw(@ ) wP(—u) Jueca

i.e. pour tout compact K C G et

L(j;‘LP(G) = sup{w(k) ; ),k € G} /'f |pdu)

w(;a) H # 0 si f # 0. La seule fonction presque périodique avec poids
dans ce cas, est la fonction nulle.

montrent que lim H

e Cas p = oo.

Un raisonnement analogue au précédent, en utilisant les fonctions h(z,y) = ¢(y) % w(y)

pour une fonction quelconque ¢ € LL(G) C LY(G) montre qu’il existe {z,}, tel que

lim, w(zy) = 0o et lim, 5(“;&]; =0.

D’autre part
of

w(x) HLgo(G)'

i e | R v

0 ‘(y)gl

La limite de w(‘; y = 0 ne peut étre nulle que pour f = 0.

La seule fonction presque périodique avec poids est la fonction nulle. 0
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6.2 Espace L"_,

Contrairement au cas précédent, les espaces (LY _1)qp et (L¥ _,)%, peuvent étre assez riches; en

effet si le poids est tel que LGG % < 400, il y a un prolongement naturel de L>°(G) dans

L!_.(G), et par continuité la compacité du {Lig,z € G} dans L°°(G) implique celle de son
image dans L” _, (G).
Plus généralement les résultats suivants sont immédiats :

Résultat 6.2.1. Soit w un poids vérifiant = € LP(G); Uespace (L°°(G))qp des fonctions

presque-périodiques est contenu dans (Lf),l(G))ap C (Lp (G)):p7 1<p<+oo.

w—l

Résultat 6.2.2. Soit w un poids vérifiant lim,_, o w(x) = 0o ; espace LP(G) est contenu dans
(LZ,I(G))ZP, 1 <p< oo etl’espace Cyep est contenu dans ( o0 (G’))W

w1 ap’
7 Faible presque-périodicité avec poids

Comme pour le cas w = 1, un L. (G)-module E avec G action compatible peut-étre muni de
plusieurs topologies et & chaque topologie correspond une notion de presque-périodicité.

En particulier, un élément est dit faiblement presque-périodique avec poids si son orbite
pondérée est faiblement relativement compacte ; 'espace de ces éléments est noté Ef, .

Lorsque E est sans ordre, 'application j de E dans (L', E) étant une injection, il est possible
de considérer sur I'image de E dans (L', F) la topologie forte d’opérateurs (T FO) et la topologie
faible d’opérateur (T fo).

Les notions de presque-périodicité correspondantes sont reliées aux propriétés de compacité
de multiplicateurs par le résultat suivant donné sans démonstration ([4], [7], [14]).

Théoréme 7.0.3. Soit E un L. (G)-module sans ordre avec G-action compatible; soit T €
(LLE) et Xp = {T(F)If € LL(G) I linie < 1} C E et j Uinjection canonique j = E —
(LY. E) :

e > . est relativement compact dans E pour la norme si et seulement si T € Eg,
e > . est relativement faiblement compact dans E si et seulement si T € Ef s

e j(3°;) est relativement compact dans (L, E) pour la topologie forte d’opérateurs si et
seulement si T € (L', EY,) ;

e j(>°,) est relativement faiblement compact dans (L', E) pour la topologie faible d’opéra-
teurs si et seulement si T € (L', EY, ).
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