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Amélioration d’ une inegalité de Markov

by
MicHEL GRANDCOLAS

Abstract

We generalize the Markov inequality for a polynomial in [-1,1] to any convex of the
plane including the position of the roots of this polynomial.

Soient P un polynéme a coefficients dans C et n son degré, X est un convexe du
plan. On considere p le nombre de zéros de P situés dans un domaine D simple proche
X: D = X 4+ 1, c’est a dire ’ensemble des points du plan dont la distance a X est
inférieure ou égale & 1. On pose ||P|| = sup,¢y |P(x)|. Nous démontrons les inégalités:
IP|<(n—p+ %pn)HPH olt D(X) est le diametre de X. Nous obtenons aussi || P'|| <
(n—p+ ﬁpn)HPH ou tz(X) est le diameétre transfini entier de X lorsque P est un
polynome a coefficients dans Z. Ces résultats affinent et généralisent I'inégalité de Markov
SUPze[-1,1] |P'(z)| < n? SUP,c(-1,1) [P(@)]-
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1 Introduction

Soient P un polynéme a coefficients dans C et n son degré, X est un convexe du plan. On
considere p le nombre de zéros de P situés dans un domaine D simple proche X: D = X + 1,
c’est a dire I’ensemble des points du plan dont la distance a X est inférieure ou égale a 1. On
pose ||P|| = sup,¢x |P()|. Nous démontrons les inégalités: || P'|| < (n—p+ %X)pn)HPH(l) ou
D(X) est le diametre de X. Nous obtenons aussi ||P'|| < (n—p+ ﬁpn)HPH(Q) ou tz(X) est
le diametre transfini entier de X lorsque P est un polynéme a coefficients dans Z. Ces résultats
affinent et généralisent I'inégalité de Markov sup,¢(_y 1) [P'(2)] < n®sup,e_y 1) |[P(x)|. Ceci est
possible grace a la position des zéros de P. On voit par exemple que si X = [a,b], {(X) = ﬁ,
I'inégalité de Markov donne ||P’|| < 72-n?||P|| alors que (1) donne ||P'|| < (n—p+ 32-pn)||P||.
Elle est meilleure si b—a < 2, en effet, on a toujours n — p+pn < n? pour 0 < p < n. La borne
de Markov est obtenue lorsque toutes les racines de P sont dans D alors que n — p + ﬁpn
diminuent plus P a de racines a l’extérieur de D.
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Comme corollaires importants de ces résultat, on a: |P’|| < n||P|| si P n’a pas de racine
dans D.

La démonstration fait intervenir la dérivée logarithmique de P et quelques lemmes de
gbéométrie des zéros des polynomes. Les zéros de P’ sont situés dans ’enveloppe convexe des
zéros de P d’apres le théoreme de Gauss Lucas, d’ou I'intérét d’étudier le lien entre les normes
de P et P’ (ou la norme de P vaut sup,c(, 4 [(2)]) dans un cadre plus général que I'inégalité
de Markov.

Un résultat ressemblant & I'inégalité de Markov a été démontré par Bernstein [1]

sup [P'(z)| < nsup |P(z)]
xzeD xeD

ou D est le disque unité mais la démonstration est fort différente car elle fait appel aux intégrales
de Cauchy.

Dans le paragraphe 2, nous donnons les différents lemmes et ’énoncé du théoreme, que nous
montrons au paragraphe 3.

2 Quelque lemmes et enonce du théorem

Lemme 1. Soient n nombres complexes non nuls ay,as, ..., an, il existe un complezxe ¢, appelée

moyenne harmonique de ay,as, ..., ay, ¢ vérifie: i + é + ...+ ai =1
n
On a:
1) inf(|a1], |az], ..., lan]) < ¢l

2) Si les n nombres complexes a1, ag, ..., an, sont de module supérieur ou égal & 1 alors |c| > 1.

1 1 1
Preuve. 1) On a |5+ 20+ -+ o0 < et e don¢ 18] < S —an done
|C| 2inf1(|a1|71|a2|vma|a711|)' 1 1 1
2) E+£++E|§|a|+lg|++|E|§ndonc‘c|21

Lemme 2. Soient n nombres complexes ay,as, ...,a, et X un convexre du plan de diamétre
D(X), on a:

SUD,ex | HZ:1($ —ag)| > (

Preuve. On considere les points A et B de X tels que AB = D(X).

On recouvre le segment [A, B] par n disques de diamétre D(nX) centrés sur ce segment:

1) si on a moins de n — 1 complexes parmi ay, a9, ..., a, dans ces n disques, on choisit z

D(X)
2n

D(X)\n

parmi le centre de ces disques qui ne contient pas de racines de telle sorte que |z — ag| >
pour tout k € {1,...,n}.

2) si on a n complexes parmi ay, ag, ..., a, dans ces n disques, on découpe le segment [A, B|
D(X)
2n

en 2n intervalles de longueur on considere les bandes qui ont pour largeur ces intervalles;

on a deux cas possibles

a) une bande extrémale ne contient pas de racines, on choisit le complexe z = a qui est
D(X)
2n

Paffixe de A ou z = b qui est affixe de A appartenant & cette bande et |z — ag| >
tout k € {1,...,n}.

b) les deux bandes extrémales contiennent des racines, il y a donc n—2 racines a placer dans
les 2n — 2 bandes restantes, on a donc 2 bandes consécutives sans racine, on choisit z parmi le

pour
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D(X)

bord commun de ces bandes appartenant au segment [A, B]. On a encore |z —ax| > =5

tout k € {1,...,n}.

Lemme 2 bis. Si P est un polynéme unitaire & coefficients dans Z et || P|| = sup,¢ x |P(z)|,
on a: ||P|| > tz(X)".

pour

Preuve. Sion pose t,(X) = minpczx) || P|| w, il est connu que la suite (£, (X))nen converge
en décroissant vers tz(X).

Lemme 3 . Soit X un conveze de diamétre D(X) et P un polyndme d coefficients dans
C dont les racines sont les nombres complexes aq,as, ..., a,, on considére z € X. Il existe un
J € {Lwen} tel que Von ait: (| TT_y 4s, (2 — a)]) < (522%5) SUpe oy | Ty (@ — ar).

Preuve. Sinon s'il existe 2 et pour tout indice j € {1,...,n} on a: (| [Ty pp; (2 — ar)|) >

n . . n n n
(ﬁ) SUPg¢[a,b] | ITi—1 (z—ax)|, ainsi Hj:l(‘ Hk:Lk;éj(Z_ak)D > (%)"(supxe[a’b] [Tz (2=
ay)|)™, on obtient ainsi (sup,cx | [Trey (z—ax)[)" ! > (D%}))"(supmex I TLiey (@ —ak))™, dot:
D(X)

sup,ex | [Tieq(x —ax)| < (5552)™ ce qui est absurde d’apreés le lemme 2.

Lemme 3 bis. Soit X un conveze et P un polynome unitaire a coefficients dans Z dont les
racines sont les nombres complezes ay,as, ...,an, on considére z € X. Il existe un j € {1,...,n}

tel que Uon ait: (| Tli—y ks (2 — an)l) < (5055) SUPsefa | [Inmr (@ — @)l

Preuve. Sinon s’il existe z et pour tout indice j € {1,...,n} on a: (| HZZUC# (z —ag)|) >
(ﬁ) SUPgea,b] | [T5=1 (z—ay)|, ainsi H;L:1(| HZ:l,k;éj(Z_ak)D > (%)H(SUPxe[a,b] | Tz (2~
ay)|)", on obtient ainsi (sup,ex [ ITj—i (@ —ar)))" ™" = (58%5)" (SuPzex [TTizi (@ —ax)])", dol:
supex | [They (@ — ag)] < (@)" ce qui est absurde d’aprés le lemme 2 bis car on aurait
tz(X) > n(||P|)V/".

Corollaire du Lemme 3. Soit 1 < p <mn, P est un polynome a coefficients dans C (resp.
dans C).

O
T S B

P(z
(resp. 325y |z—1ai|‘|\é\|)| S tz(lx)p”)-

P 1
=1 |z—a7;

Preuve. Y ? n |z—ay| > pmin, n . |z—ay,| donc: 1
Dz Hk:l,k;éz | Kl =P i€{l,...,n} Hk:l,k#z | k| >t Mot i [2— k]
1 D(X)

PMinie(1,..,n} HZ:l,k;éﬂZ*aH = 2pn °
2.5. Lemme 4.
Si P est un polynome non nul de degré n a coefficients complexes de racines ai,as, ..., a, et
s Py . P'(z) _ 1 1 1

z différent des précédentes racines alors Pl) = =@ + =ttt

Remarque: 1;’((;)) est la dérivée logarithmique de P et a été utilisé par Gauss et Lucas [2]

pour montrer que les zéros de la dérivée d’un polynéme sont dans I’enveloppe convexe des zéros
de ce polynome.

Théoréme. Lorsque P est un polynéme a coefficients dans C (resp. dans Z), n son degré

et p est le nombre de zéros de P situés dans D = X + 1, on a:

P 2
TPl S 1 =P+

v
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(resp. Wl <n—p+npis)

3 Preuve du théorem

P est un polynéme non nul de degré n. On pose || P|| = sup,cx |P(u)]
1) On choisit z € X tel que |P'(2)| = sup,cx |P'(u)| si P(z) # 0 sinon si P(z) = 0, on
choisit z tel que [P'(2)] = sup,¢[q4) [P’ (u)| — € (€ > 0 arbitrairement petit) et P(z) # 0.

2) On va majorer |1;/((zz))| X “ID}(,Z”” en décomposant P/((Z)) en deux termes
D’apres le 1emme 4: L ((Z) =3 —a, Peuts ‘écrire aussi & A + B en posant:

A=5"_ lz , ou |z — ax| < 1 pour tout k € {1, ...,p}
B=3 1 - ol |z—ak|>1pourtoutk6{p+1,...,n} (0<p<n)

3) Majoration de |A| x IPH)‘ par D(X)np (ou (1 ynp si P est & coefficients dans 7).
On a d’apres le corollaire du lemme 3: >0, |Z o | x “HD;)ZH)‘ <5 ( <P

(oud? |- a,| X HHJI(;ZH” < Qpn si P est a coefficients dans Z).

4) Majoration de |B| x HHDI(fll)l par n — p:
D’apres le lemme 1, il existe g vérifiant |z — g| > 1 tel que:
B = Z" _1 _n-p
k=p+1 z ar 22— g

P
donc |B| x HP ‘H}(Dzn)l <n-—pvuque |P)|<|P|et]z—gl >1.
5) Conclusion:
Hli Iﬂ[ C<n—p+ np%. Mais puisque € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, on a:
IIP ]

< —p+np%x). De plus les p racines vérifiant |z — ax| < 1 pour tout k € {1,...,p} sont
a une distance strictement inférieur a 1 de X. ,
6) Remarque: si on ne distingue pas les racines entre elles, On peut majorer |1;((ZZ) | x TPl

| Pl

par le corollaire du lemme 3. On obtient: ||P’|| <
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