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Abstract

Panoramica sul problema del massimo numero µ(n) di punti doppi isolati che può
possedere una superficie algebrica di ordine n in P3(C). Maggiorazioni per µ(n) ed esempi
di superficie con molti punti doppi.
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1 Introduzione

Tra i problemi ancora insoluti della Geometria Proiettiva, uno dei più difficili è senza dubbio
quello di determinare il massimo numero µ(n, r) di punti doppi isolati che possa possedere una
ipersuperficie algebrica Fn, di ordine n, appartenente allo spazio Pr(C). Per una storia di
questo problema fino al 1950 cfr. [89].

Si può presumere che le ipersuperficie con il massimo numero di punti singolari isolati deb-
bano essere cercate tra quelle aventi singolarità del tipo più semplice possibile, e precisamente
nodi, ossia punti doppi con cono tangente del tipo più generale. Ed è questa l’ipotesi che si
fa generalmente; accenneremo tuttavia a qualche interessante risultato in cui oltre ai nodi c’è
qualche singolarità più elevata.

Mi occuperò prevalentemente di superficie di P3.
A distanza di più di mezzo secolo ritorno su questo argomento perché sebbene la questione

della determinazione del massimo numero µ(n) = µ(n, 3) di punti doppi per superficie alge-
briche aventi solo singolarità isolate sia ancor lontana dalla soluzione, pure in questi ultimi
cinquant’anni sono stati fatti alcuni passi importanti.

Avverto subito che il problema dei punti doppi delle superficie è molto marginale nella Geo-
metria Algebrica. Si tratta di un particolare filone di ricerca che poco interferisce con i grandi
problemi di cui si occupano attualmente i geometri; la sua non risoluzione non disturba affatto
il continuo e rapido progredire della Scienza, appunto perché non è collegato con alcuna delle
tematiche di moda. Esso si presenta in modo spontaneo, come naturale estensione dell’analogo
problema per curve piane; ed il suo interesse sta soprattutto nel fatto che nonostante i ripetuti
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tentativi compiuti da numerosi matematici non si sia ancora riusciti a trovare la strada giusta
per affrontarlo, al punto che si è pervenuti alla convinzione che una strada non ci sia e che ogni
passo debba essere fatto con molta fatica ricorrendo ad una idea o ad un artificio escogitato ad
hoc.

È un problema la cui formulazione è molto elementare: poche nozioni matematiche sono
sufficienti per capire di che si tratti e per tentare di arrecarvi qualche contributo. Ciò spie-
ga come mai alcuni risultati non banali siano stati ottenuti anche da matematici che solo
occasionalmente si siano interessati all’argomento.

È ben noto che una curva algebrica piana irriducibile di ordine n non può possedere più di(
n−1
2

)
punti doppi. Questo fatto si trova sostanzialmente già in [21] anche se il teorema di Bézout

su cui esso è basato è solo del 1765. Nella forma in cui oggi viene abitualmente presentato si
trova per la prima volta in [59] ove viene anche osservato che il limite massimo

(
n−1
2

)
è raggiunto

per ogni n e che le curve algebriche piane d’ordine n con
(
n−1
2

)
punti doppi sono razionali; ed

anzi è esattamente
(
n−1
2

)
il numero dei punti doppi di una curva piana razionale d’ordine n

le cui singolarità siano soltanto nodi (cioè punti doppi a tangenti distinte) oppure cuspidi di
prima specie (cioè punti doppi a tangenti coincidenti in una retta ad incontro tripunto con la
curva nel punto di contatto).

Per quanto riguarda le curve piane la questione dei nodi è dunque molto elementare e non
c’è più nulla da scoprire.

Per le superficie si hanno invece risultati sporadici. A parte i casi banali n = 1 ed n = 2 ed
i casi ben noti già nella seconda metà del 1800 (µ(3) = 4 e µ(4) = 16) oggi sappiamo soltanto
che:

µ(5) = 31 , µ(6) = 65.

Una superficie del quinto ordine con 31 nodi è stata scoperta da E. G. Togliatti [91] nel
1940 ed A. Beauville [7] ha dimostrato nel 1979 che una superficie del quinto ordine non può
possedere più di 31 nodi; W. Barth [4] ha esibito nel 1996 una superficie sestica con 65 nodi. e D.
B. Jaffe e D. Ruberman [42] hanno provato nel 1997 che µ(6) ≤ 65. Altre prove di quest’ultimo
risultato sono state date da J. Wahl [99] nel 1998 e da R. Pignatelli e R. Tonoli [58] nel 2009.1

La situazione attuale, per le superficie d’ordine ≤ 12 di P3(C), è riassunta nella seguente
tabella.

1Nelle citazioni mi riferisco sempre all’anno in cui un risultato è effettivamente comparso nelle riviste mate-
matiche, correndo il rischio di non rispettare le priorità. Per esempio Jaff e Ruberman affermano in una nota a
pié di pagina di [42] di essere stati informati che della disuguagliaza µ(6) ≤ 65 esisteva già una dimostrazione di
Wahl che non conoscevano. Il risultato va comunque attribuito a Jaffe e Ruberman, perché la prova di Wahl fa
uso di un teorema errato di Casnati e Catanese [13], teorema che gli stessi Casnati e Catanese hanno corretto,
cfr. anche [14].
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n µ(n) ≤ µ(n) ≥
2 1 1
3 4 (Basset) 4 (Cayley)
4 16 (Basset) 16 (Kummer)
5 31 (Beauville, 1979) 31 (Togliatti, 1940)

(Nobili, Givental, Varchenko) (Stagnaro, Barth)
6 65 (Jaffe-Ruberman, 1997) 65 (Barth, 1996)
7 104 (Givental, Varchenko) 99 (Labs)
8 171 (Givental) 168 (Endrass)
9 246 (Varchenko) 216 (Chmutov)
10 360 (Miyaoka) 345 (Barth)
11 480 (Varchenko) 425 (Chmutov)
12 645 (Miyaoka) 600 (Goryunov, Sarti)

2 Alla ricerca di maggiorazioni per µ(n)

2.1. Essendo del tutto sconosciuto il numero µ(n), la prima cosa da fare è di limitarlo supe-
riormente, sia pure con confini a tutta prima troppo alti. Osserviamo subito, con B. Segre [67],
che a differenza di quanto avviene per le curve piane, una formula del tipo µ(n) = p(n) con p
polinomio non può sussistere.

Una prima limitazione per µ(n) si ottiene considerando la classe

ν = n(n− 1)2 − 2d

di una superficie Fn d’ordine n le cui singolarità siano soltanto d nodi. Il genere geometrico pg
della superficie duale Gν le cui singolarità sono certamente più complicate di quelle di Fn, non
supera

(
ν−1
3

)
. Esso d’altra parte coincide con il genere geometrico pg =

(
n−1
3

)
di Fn, sicché(

n− 1

3

)
≤
(
ν − 1

3

)
e quindi n ≤ ν. Ciò porta alla disuguaglianza

µ(n) ≤ 1

2
n2(n− 2)

che per n=3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10... dà per µ(n) i confini superiori 4, 16, 37 , 72, 122, 192, 283,
400,...

Consideriamo il cono Γ circoscritto ad una Fn con d nodi da un punto generico O dello
spazio. Γ ha ordine n(n−1) e classe n(n−1)2−2d e possiede n(n−1)(n−2) generatrici doppie
cuspidali. Le formule di Plücker dànno il numero 1

2n(n− 1)(n− 2)(n− 3) + d delle generatrici
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doppie nodali [tra le quali ci sono le d rette che congiungono O con i d nodi di Fn], il numero
4n(n− 1)(n− 2)− 6d delle generatrici di flesso, e quindi il numero

2d2 − 2[n(n− 1)2 − 5]d+
1

2
n(n− 1)(n− 2)(n3 − n2 + n− 12) (1)

dei piani bitangenti di Γ(cfr.[62], [63]). Per n = 5 il trinomio (1) si annulla se d = 15, oppure
d = 16.

Se, come ha fatto B. Basset nel 1906, si scrive che il numero dei piani bitangenti di Γ non
può essere negativo si trova subito la disuguagliaza di Basset

d ≤ 1

2
[n(n− 1)2 − 5−

√
n(n− 1)(3n− 14) + 25] (2)

(cfr. [5], [6]) utile solo per n ≥ 4 perché per n = 3 il trinomio (2) non ha zeri reali. Essa fornisce
per n = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, ... i confini superiori 34, 66, 114, 181, 270, 383, 524, 694, ...

Data in P3(C) una Fn generale, il suo contorno apparente su un dato piano α da un dato
punto O, ossia la sezione γ di α con il cono Γ di prima, descrive in α un sistema continuo Σ
di curve di ordine n(n − 1) aventi d = 1

2n(n − 1)(n − 2)(n − 3) nodi e k = n(n − 1)(n − 2)
cuspidi. Ogni volta che Fn, variando con continuità, acquista un nodo, anche γ acquista un
nodo. Il problema del massimo numero di nodi per una Fn conduce quindi alla ricerca del
mumero di punti doppi che si possono imporre ad una curva algebrica piana di dato ordine,
che già possegga un assegnato numero di nodi ed un assegnato numero di cuspidi. Sotto questa
forma il problema è stato affrontato da S. Lefschetz [49] e da T. R. Hollcroft [39], [40], [41] con
considerazioni che fanno uso di quello che Lefschetz chiama postulato delle singolarità e che,
nel caso delle curve piane, equivale ad affermare che, imponendo ad una curva piana di dato
ordine di avere nuovi nodi e nuove cuspidi in più dei nodi e delle cuspidi che essa già possiede,
le si impongono delle condizioni sempre nuove, cioè indipendenti fra loro e dalle precedenti.

Lefschetz ritrova ad esempio che una superficie quintica non può avere più di 34 nodi, ed il
confine trovato da Hollcroft che dà gli stessi numeri di Basset per n = 4, 5, 6, non può essere
accettato per n ≥ 7. B. Segre [67], [68], [69] ha osservato che al sistema Σ non si può applicare
il postulato di Lefschetz, in quanto la sua dimensione effettiva coincide con la dimensione del
sistema lineare di tutte le Fn diminuita di 4 (perché una stessa curva di Σ è contorno apparente
da O sopra un piano α di ∞4 Fn deducibili da una di esse mediante le ∞4 omologie di centro
O) ed è quindi δ =

(
n+3
3

)
− 5; mentre la dimensione virtuale, calcolata ammettendo che per

Σ valga il postulato di Lefschetz, è δ∗ = 1
2n(n − 1)[n(n − 1) + 3] − d − 2r = 5

2n(n − 1); e la
differenza δ − δ∗ = 1

6 (n− 2)(n− 3)(n− 4) è positiva se n ≥ 5.
Nel 1946 F. Severi [76] sperò di aver chiuso il problema provando che:

µ(n) =

(
n+ 2

3

)
− 4. (3)

Ma egli basava la sua dimostrazione sopra un fatto che considerava evidente, pur ammettendo
di non essere in grado di verificarlo con rigore. L’argomentazione di Severi è sostanzialmente
basata sulla nozione di moduli di una superficie. Poiché per una superficie con solo nodi i
moduli altro non sono che i suoi invarianti proiettivi, la presenza dei d nodi abbassa il numero
dei moduli di d unità al più.
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E Severi giunge alla conclusione che il numero dei moduli, in conseguenza dell’acquisto dei d
nodi, deve diminuire di d unità almeno, servendosi della cosidetta formula di Picard-Alexander
[50]:

%+ %0 = I + 4q + 2;

q è l’rregolarità della superficie (nel nostro caso q = 0); I è l’invariante di Zeuthen e Segre [101],
[73]; sul suo valore, che è n(n− 1)2 − n− 2(n− 1)(n− 2), non influiscono per nulla i nodi della
superficie, perciò %+ %0 non muta passando da una Fn generale ad una Fn con d nodi; %0 è il
numero degli integrali doppi di seconda specie esistenti sulla superficie; % è il numero base di
Picard-Severi.

Per una Fn generale si ha % = 1; per una Fn con d nodi è invece % ≥ d+ 1 perché se F ∗ è
il blow-up di Fn nei d nodi, per costruire una base per le curve algebriche di F ∗ oltre ad una
sezione piana generica occorrono anche almeno le d curve razionali controimmagini dei nodi. Se
dunque %̃ è il numero degli integrali doppi di seconda specie indipendenti su una Fn generale,
avremo 1 + %̃ = %+ %0 ≥ (d+ 1) + %0; e quindi: % ≤ %̃− d. Acquistando d nodi la superficie ha
dunque perduto d integrali doppi di seconda specie. Ora, la perdita di un tale integrale significa
che la Riemanniana perde un ciclo bidimensionale e quindi un periodo per ogni integrale doppio
di prima specie; e Severi ritiene lecito pensare che si abbia quindi un abbassamento di una unità
del numero dei moduli per ogni nuovo nodo; ma lui stesso non ne sembra convinto. Ecco infatti
ciò che egli scrive a questo punto: ”la deduzione non è certo rigorosa: si tratta piuttosto di una
induzione, sulla quale non sembra che possano cadere dubbi, anche in considerazione del fatto
che per i primi valori di d è rigorosamente controllabile che l’abbassamento di una unità di %0
diminuisce ogni volta precisamente di una unità il numero dei moduli”.

Il risultato di Severi non era in contrasto con alcuno dei fatti allora noti, ma già nel 1947
B. Segre [70] ha indicato esempi di superficie che lo contraddicono.

Il più semplice esempio è dato dalle superficie di ordine n pari di equazione

P 2 −A1A2 · · ·An = 0 (4)

con P ∈ C[x0, x1, x2, x3] polinomio omogeneo di grado n
2 ed Aj forme lineari. Il numero dei

punti doppi che esse posseggono è in disaccordo con il risultato di Severi per ogni n ≥ 10 e pari.
E subito si trovano esempi analoghi per ogni n dispari ≥ 11. Basta considerare le superficie
A0P

2 −A1A2 · · ·An = 0 con P forma di grado n−1
2 ed Aj forme lineari; cfr. anche [26].

L’errore di Severi è stato analizzato da D. Burns e J. Wahl [11]: le superficie con più di(
n+2
3

)
− 4 nodi sono superficie ostruite nel senso della teoria delle deformazioni.

In conclusione, fino al 1980, il miglior limite superiore per µ(n) era quello dato da A. B.
Basset nel lontano 1906.

Osservazione 2.1. Siano F ⊂ P3 una superficie d’ordine n e δ il numero delle condizioni
indipendenti imposte da d nodi di F alle aggiunte di ordine n−1 che debbano contenerli. Poiché
tra queste aggiunte ci sono le ∞3 prime polari dei punti dello spazio, si ha

(
n+2
3

)
− δ ≥ 4, e

quindi δ ≤
(
n+2
3

)
− 4. Potremmo pertanto scrivere d ≤

(
n+2
3

)
− 4 solo se le condizioni imposte

dai punti doppi alle aggiunte di ordine n− 1 fossero indipendenti come avviene se n = 5. 2

2v. [57] per una dimostrazione del fatto che i nodi di una superficie d’ordine n le cui singolarità siano
soltanto nodi, impongono condizioni indipendenti alle superficie di ordine ≥ 2n− 5.
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2.2. Il primo ad intervenire sul problema con metodi non tradizionali fu A. Beauville [7], che
ha chiuso il problema per le superficie del quinto ordine giovandosi di proprietà dei codici, cioè
dei sottospazi di uno spazio vettoriale sul campo Z/2Z di due soli elementi.

Siano F ⊂ P3 una superficie algebrica dotata di δ nodi, e D l’insieme dei suoi nodi.
Si dice che ∆ = {D1, D2, . . . , Dδ} ⊂ D è un insieme pari, se esiste su F una curva C passante

semplicemente per i punti Dj (ma non per altri punti multipli di F ) tale che F ·G = 2C, con
G ⊂ P3 superficie d’ordine pari.

Ad esempio sopra una superficie cubica F 3 con quattro nodi è pari l’insieme D dei quattro
nodi, in quanto una curva del terz’ordine appartenente ad F e passante per i quattro nodi è
curva di contatto di F con un cono quadrico. Similmente è pari sopra una F 4 di Kummer
l’insieme dei 16 nodi. Esistono infatti (infinite) superficie quartiche G (anch’esse superficie di
Kummer) tangenti ad F 4 lungo curve C8 passanti per i 16 nodi. (v. [34]).

Proposizione 2.2. [35] Il numero degli elementi di un insieme pari di nodi di una F 5 di P3 è
multiplo di 4 e non può essere meno di 16.3

Teorema 2.3. [7] µ(5) ≤ 31 (e quindi µ(5) = 31).

Sia F una superficie d’ordine n di P3 avente come singolarità soltanto d nodi D1, D2, . . . , Dd,
e σ : X → F lo scoppiamento di questi punti. Se Ej = σ−1Dj (j = 1, . . . , d) sono i divisori
eccezionali che corrispondono ai nodi, si ha:

E2
j = −2 , EiEj = 0 i 6= j.

X è diffeomorfa ad una superficie non singolare di ordine n di P3(C) (v. [87]); pertanto essa
è semplicemente connessa ed il suo secondo numero di Betti è b2(X) = n(n2 − 4n+ 6)− 2.

Poiché H2(X,Z)⊗Z Z/2Z ' H2(X,Z/2Z), la forma bilineare non degenere e simmetrica

H2(X,Z)⊗Z H
2(X,Z) −→ Z

induce una forma bilineare simmetrica e non degenere

H2(X,Z/2Z)⊗Z H
2(X,Z/2Z) −→ Z/2Z;

se ej sono gli elementi di H2(X,Z/2Z) che corrispondono a divisori eccezionali Ej si ha (in Z/2Z)

e2j = 0 , eiej = 0 i 6= j. (5)

Nello Z/2Z-spazio vettoriale H2(X,Z/2Z) (che ha dimensione b2(X)) gli elementi ej generano
un sottospazio V che, in forza delle (5), è totalmente isotropo 4. Infatti ogni elemento di V
si può scrivere come somma di vettori ej e risulta

∑
ei ·

∑
ej = 0 . Pertanto: dimV ≤

1
2 dimH2(X,Z/2Z) ≤ 1

2b2(X).

3In [35] sono costruite, scrivendone le equazioni, tutte le F 5 con un insieme pari di 16 nodi e tutte le F 5 con
un insieme pari di 20 nodi.

4Siano k un campo, W un k-spazio vettoriale di dimensione finita e ϕ : W ⊗W → k una forma bilineare
simmetrica non degenere. Si dice che un sottospazio vettoriale V di W è totalmente isotropo se per ogni v ∈ V
risulta ϕ(v, v) = 0. Un noto teorema di algebra lineare afferma che dimk V ≤ 1

2
dimkW .
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Sia ora n = 5, e quindi b2(X) = 53. Supponiamo che F 5 possegga 32 nodi. Alle rette
e1, e2, . . . , e32 associamo un omomorfismo ϕ : (Z/2Z)32 → H2(X,Z/2Z). L’immagine di ϕ, che
è un sottospazio totalmente isotropo di H2(X,Z/2Z), ha dimensione ≤ 26 e quindi il nucleo
di ϕ ha dimensione almeno 6. E ciò, in virtù di un risultato di teoria dei codici dovuto a M.
Teissier-Daguenet, è in contrasto con la proposizione 2.2.

Il metodo di Beauville si può applicare alle superficie di qualunque ordine n, con difficoltà
crescenti al crescere di n e già rilevanti per il caso n = 6 trattato da Jaffe e Ruberman in [42],
dove si prova che sopra una F 6 con solo nodi, il numero degli elementi di un ogni insieme pari
di nodi può essere soltanto 24, oppure 32, oppure 40, oppure 56, il che porta alla disuguaglianza
µ(6) ≤ 65.5

2.1 Confini superiori per il numero di nodi di una ipersuperficie di dato ordine in
Pr.

Soltanto all’inizio degli anni ottanta sono stati trovati, per il numero dei nodi di una superficie,
confini superiori più bassi di quelli di Basset, in particolare da J. W. Bruce, A. B. Givental, A.
N. J. Varchenko, Y. Miyaoka.

2.3. Per il numero µ(n, r) di punti doppi isolati che possa avere una ipersuperficie d’ordine n
di Pr, J. W. Bruce [10] ha provato che:

µ(n, r) ≤ 1

2n
[(n− 1)r(n+ 1) + n− 1] se n è pari

µ(n, r) ≤ 1

2
(n− 1)r se r ed n sono entrambi dispari

µ(n, r) ≤ 1

2n
[(n− 1)r(n+ 1) + 1] se r è dispari ed n è pari.

In particolare, per le superficie di P3:

µ(n) ≤ 1

2
(n− 1)3 se n è dispari

µ(n) ≤ 1

2n
[(n− 1)3(n+ 1) + 1] se n è pari.

Questo risultato è migliore di tutti i precedenti per n dispari.
Ecco la tabella dei ”numeri di Bruce” per i primi valori di n (per r = 3):

n = 5 6 7 8 9 10 . . .
µ ≤ 32 73 108 193 256 401 . . .

2.4. L’interesse di A. B. Givental e A.V.J. Varchenko per le singolarità isolate di una ipersuper-
ficie nacque durante le discussioni con il loro comune maestro V. I. Arnold intorno all’articolo

5Cfr. [35], pag. 251.
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di J. W. Bruce ed alla ben nota congettura di Arnold sulla semicontinuità dello spettro di ogni
punto critico di una funzione olomorfa.

a) A. B. Givental [37], giovandosi anche di risultati di J. Steenbrink [83] (vedi anche [84])
relativi alle strutture miste di Hodge, ha migliorato il risultato di Bruce provando quanto segue.
Siano :

M il numero delle r-ple ordinate (k1, k2, . . . , kr) di numeri interi positivi e minori di n tali
che:

r∑
i=1

ki = (
1

2
r + 2p)n (p ∈ Z);

K il numero delle r-ple ordinate (k1, k2, . . . , kr) di numeri interi positivi e minori di n tali
che:

r∑
i=1

ki = (
1

2
r + 2p− 1)n (p ∈ Z);

R il numero delle r-ple ordinate (k1, k2, . . . , kr) di numeri interi positivi e minori di n tali
che:

r∑
i=1

ki = (
1

2
r + 2p− 1)n± 1 oppure

r∑
i=1

k1 = (
1

2
r + 2p− 1)n± 1

2
(p ∈ Z).

Allora:

µ(n, r) ≤ 1

2
[(n− 1)r +M −K −R].

In particolare, per r = 3 si ha:

n = 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
µ(n) ≤ 4 16 31 68 104 171 253 362 . . .

b) Ed ecco il risultato ottenuto da A. N. Varchenko [96] che, in un importante caso partico-
lare, conferma la congettura di Arnold.

Sia A(r, n) il numero di Arnold, ossia il numero delle r-ple (k1, k2, . . . , kr) di numeri interi
positivi e minori di n, tali che

1

2
n(r − 2) + 1 <

r∑
i=1

ki ≤
1

2
rn. (6)

Allora, per il numero µ(n, r) dei punti doppi di una ipersuperficie di Pr si ha:

d(n, r) ≤ A(n, r).

Per r = 3 la (6), che diviene:

1

2
n+ 1 <

3∑
i=1

ki ≤
3

2
n,
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fornisce per il numero dei punti doppi di una superficie d’ordine n di P3(C) le seguenti maggio-
razioni:

n = 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
µ(n, 3) ≤ 4 16 31 68 104 180 246 372 . . .

Per n = 3 la (6) diviene:

3

2
r − 2 <

r∑
i=1

ki ≤
3

2
r,

{
1 ≤ ki ≤ 2

r ≤
∑
ki ≤ 2r

.

Il numero dei punti doppi di una forma cubica di Pr(C) non può dunque superare il numero
dei punti di Pr−1 le cui coordinate omogenee son tutte uguali ad 1 oppure a 2 ed hanno somma
compresa tra r e 2r; e ciò implica che il numero delle coordinate uguali a 2 può solo essere %
oppure %− 1 essendo % la parte intera di r2 . Pertanto: µ(r, 3) ≤

(
r
%

)
+
(
r
%−1
)

=
(
r+1
%

)
. È facile

vedere che questo limite è raggiunto per ogni r. 6

2.5. Ed ecco infine la disuguaglianza di Y. Miyaoka [52], [53]:

Teorema 2.4. Se d è il numero di nodi di una superfcie di ordine n di P3(C), allora

d ≤ 4

9
n(n− 1)2. (7)

In particolare si hanno i confini

n = 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .
d ≤ 35 66 112 174 256 360 488 645 . . .

La (7) fornisce a tutt’oggi la migliore valutazione asintotica per µ(n):

lim sup
n→∞

µ(n)

n3
≤ 4

9
.

Dopo aver dimostrato (sfruttando un’idea di Enriques e Bogomolov) la disuguaglianza
3c2 ≥ c21, ove c1, c2 sono le classi di Chern di X (ossia del fibrato tangente), Miayoka prova che
una superficie minimale con dimensione di Kodaira ≥ 0 non può possedere più di 2

3 (c2 − 1
3c

2
1)

curve razionali non singolari disgiunte7. Ciò implica che

d ≤ 2

3

[
c2(X)− 1

3
c21(X)

]
. (8)

6Nel piano una curva del terzo ordine con tre nodi è una terna di rette; in P3 c’è la superficie di Cayley [16]
con 4 nodi; in P4 c’è la forma cubica di C. Segre [74] con 10 nodi; in P5 conosciamo varie ipersuperficie cubiche
proiettivamente distinte con 15 punti doppi [97], [92], [75] .

Una ipersuperficie cubica di Pr con µ(3, r) nodi si può ottenere come sezione di una forma cubica non singolare

di Pr+1 con un iperpiano Π ad essa tangente in
(r+1

%

)
punti distinti. Ad esempio possiamo prendere l’iperpiano

Π di equazione
∑r+1

0 xi = 0 e la forma cubica Φ di equazione λx30 +
∑r+1

j=1 x
3
i = 0 (λ = 1 oppure λ = 1

4
a

seconda che r sia pari oppure dispari). Per avere i punti di contatto basta cercare i punti P (y0, . . . , yr+1) che
hanno Π come iperpiano polare rispetto a Φ, e cercare quali tra questi punti appartengono a Π.

7La stessa disuguaglianza è stata anche ottenua da S. T. Yau [100].
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Ora c21(X) è il grado del sistema canonico; quindi c21 = n(n−4)2 e per la formula di Noether:
c2 + c21 = 12(pa + 1) si trova c2 =

(
n−1
3

)
+ 12− n(n− 4)2; e quindi la (7).

Ecco un riassunto delle limitazioni oggi note per per il massimo numero di nodi di una Fn

di P3(C) d’ordine n ≤ 12:

5 6 7 8 9 10 11 12
Basset (1906) 34 66 114 181 270 383 524 694
Bruce (1981) 32 73 108 193 256 401 500 721
Givental (1983) 31 68 104 171 253 362 495 667
Varchenko (1983) 31 68 104 180 246 372 480 664
Miyaoka (1984) 35 66 112 174 256 360 488 645

3 Esempi di superficie con molti punti singolari isolati

3.1 Le superficie monoidi.

Siano F ⊂ P3(C) un monoide d’ordine n ed O il suo punto (n − 1)-plo. In un sistema di
coordinate affini aventi O come origine, l’equazione di F ha la forma A(x, y, z) +B(x, y, z) = 0,
A e B essendo due polinomi omogenei di gradi rispettivi n− 1 ed n. Si vede facilmente che

• condizione necessaria e sufficiente affinché F abbia un punto doppio P è che i due coni
A = 0 e B = 0 si tocchino lungo la retta OP ;

• se F possiede due punti doppi allineati con O, la retta che li contiene è doppia per F .

Il problema della determinazione del massimo numero di punti doppi che il monoide F possa
possedere [distinti dal punto (n − 1)-plo] diviene quindi una questione di bisezione della serie
lineare gn(n−1) staccata su di una curva piana A di ordine n− 1 dalle curve B di ordine n. La
teoria di Abel-Jacobi-Hurwitz assicura che una gRN sopra una curva di genere p è divisibile per
q se N ≥ pq. Ciò significa che, se N ≥ pq la serie gRN è multipla secondo q di una serie lineare
g′ di ordine µ = N

q , nel senso che ogni gruppo di g′ contato q volte dà un gruppo di gRN .

Nel caso che ci interessa: N = n(n− 1), q = 2, p ≤ 1
2 (n− 2)(n− 3) (sicché N > pq) la

bisezione è certamente possibile e quindi: il massimo numero di nodi per un monoide d’ordine
n è 1

2n(n− 1).

Uno studio accurato dei monoidi d’ordine n con il massimo numero 1
2n(n−1) di nodi è stato

fatto da E. G.Togliatti [90] che ha dimostrato che essi si distribuiscono in due sistemi continui
distinti.8 Il primo sistema ha la dimensione 1

2 (n + 2)(n + 3). Il secondo ha la dimensione
1
8 (n+ 3)(5n+ 1) + 3 quando n è dispari, e 5

8n(n+ 2) + 6 quando n è pari; nel primo caso i punti
doppi son tutti infinitamente vicini al punto (n − 1)-plo; nel secondo essi stanno tutti sopra
una curva piana γ di ordine 1

2n, situata sopra un piano non passante per il punto (n− 1)-plo e
tangente alla superficie lungo γ.

8Questo fatto era già stato rilevato da K. Rohn [60] fin dal 1884, a proposito dei monoidi del quatr’ordine
che si distribuiscono in due sistemi continui tra i quali non si può comunicare se non passando attroverso una
F4 ridotta ad un cono quadrico da contar due volte.
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3.2 Superficie della forma αx2m0 − 2βxm0 + γ = 0

3.1. Ora e nel seguito useremo lo stesso simbolo per indicare una ipersuperficie algebrica di
Pr(C) ed una forma algebrica nelle coordinate proiettive ed omogenee di punto x0, x1, . . . , xr
il cui annullarsi ne fornisca l’equazione; sicché diremo indifferentemente ipersuperficie F od
ipersuperficie di equazione F = 0. Se F è un cono di vertice il punto A0 = (1, 0, . . . , 0)
indicheremo con F anche la sua sezione con l’iperpiano x0 = 0.

Ciò premesso siano α, β, γ ∈ C[x1, x2, . . . , xr] tre polinomi omogenei di gradi rispettivamente
m,m+ i, 2m+ i. Posto:

f = αx2m0 − 2βxm0 + γ (9)

∆ = β2 − αγ, ϑ =
∂f

∂x0

consideriamo l’ipersuperficie f che ha ordine 2m + i e per la quale il punto A0 è multiplo di
molteplicità i. Relativamente ad essa si ha che:

Proposizione 3.1. (v.[27], [28]): a) Se P 6= A0 è punto doppio per f e non appartiene
all’iperpiano x0 né al cono β la retta A0P è generatrice doppia del cono ∆;

b) Se la retta A0P con P = (0, a1, a2, . . . , ar) è generatrice doppia di ∆ e non appartiene al
cono β - e quindi neppure al cono α - gli m punti Pk(λk, a1, a2, . . . , ar) ove λ1, λ2, . . . , λk sono

le radici m-esime di β(a1,a2,...,ar)
α(a1,a2,...,ar)

(6= 0), son tutti doppi (in generale nodi) per f .

Dimostrazione: ovvia conseguenza dell’identità di immediata verifica:

4m2x2m−20 (αf + ∆) = ϑ2. (10)

Per ottenere ipersuperficie della forma αx2m0 − 2βxm0 + γ = 0 che abbiano molti punti doppi
isolati, basterà scegliere α, β, γ in modo tale che il cono ∆ abbia molte generatrici doppie isolate;
e che inoltre, se m ≥ 2, sia dotato di molte generatrici doppie isolate anche il cono γ.

Ecco alcuni esempi in P3.
a) nel piano x0 = 0 consideriamo due rette α, ε ed una curva β di ordine m+ 1 che incontri

α in m + 1 punti distinti R1, R2, . . . , Rm+1 ed ε in altrettanti punti distinti S1, S2, . . . , Sm+1.
Sia poi γi (i = 1, 2, . . . ,m+ 1) una conica tangente ad α in Ri e ad ε in Si. Le curve del fascio
β2 − λγ1γ2 . . . γm+1 = 0 segano tutte su α lo stesso divisore 2

∑
Ri e su ε lo stesso divisore

2
∑
Si e quindi c’è un valore di λ (che possiamo supporre =1) tale che si abbia una identità del

tipo:

β2 − γ1γ2 . . . γm+1 = αεΘ

con Θ polinomio omogeneo di grado 2m. La superficie Φ, di ordine 2m + 1 data in P3

dall’equazione:

αx2m0 − 2βxm0 + εΘ = 0

possiede 4m
(
m+1
2

)
punti doppi isolati non appartenenti al piano piano x0 = 0. Se m ≥ 2, F

possiede altri 2m punti doppi sul piano x0 = 0. Se m ≥ 3 questi 2m punti sono biplanari.
Abbiamo cos̀ı trovato una F 3 con 4 nodi, una F 5 con 28 nodi, una F 7 con 78 punti doppi (72
nodi e 6 punti biplanari), una F 9 con 168 punti doppi, ...
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Si può notare che come β si può prendere una qualunque curva della forma: l1l2 . . . lm+1 +
αεξ = 0 ove li è la retta RiSi e ξ è un arbitario polinomio omogeneo di grado m−1. Scegliendo
in modo opportuno i polinomi α, ε, li, ξ, γj si può tentare di imporre singolarità alla curva Θ.

È ciò che ha fatto Stagnaro nel caso m = 2 ottenendo in [79] una F 5 con 31 nodi ed una F 7

con 90 punti doppi di cui 18 biplanari.
È probabile che la F 5 di Stagnaro non sia proiettivamente identica a quella di Togliatti, ma

non sembra facile provarlo.

b) Nel piano x0 = 0 consideriamo una conica α ed una curva β di ordine m+ 2 che seghi α
in 2m+ 4 punti distinti Pi; e sia di (i = 1, 2, . . . , 2m+ 4) la retta tangente ad αi in Pi. Poiché
tutte le curve del fascio β2 − λd1d2 . . . d2m+4 = 0 segano su α lo stesso divisore 2

∑
Pj si ha

un’identità della forma β2−αγ = d1d2 . . . d2m−4 e quindi una F 2m+2 che possiede 1+m
(
2m+4

2

)
punti doppi isolati. In particolare: una F 4 con 16 nodi, una F 6 con 57 nodi ed una F 8 che ne ha
136. Ma si dispone di molti parametri per tentare di aggiungere nuovi punti doppi appartenenti
al piano x0 = 0. Stagnaro ha costruito in tal modo una F 6 con 64 nodi.

c) Vediamo ora alcuni esempi di superficie della forma (9) che posseggono punti doppi e
punti tripli. L’identità (10) mostra che un punto P della cubica ellittica α che sia triplo per F
(e quindi doppio per ∂f

∂x0
) è punto quadruplo di ∆.

È facile provare che (v. [28]):

Proposizione 3.2. Una retta g comune ai due coni α, β e che sia generatrice semplice per β
e quadrupla per ∆ contiene m punti tripli di F , distinti tra loro e dal punto A0(1, 0, . . . , 0).
Inoltre i due coni α e β si toccano lungo g.

Per ottenere una superficie F 2m+i con un punto i-plo ed inoltre ”molti” punti tripli ulteriori
e ”molti” punti doppi, dobbiamo costruire una curva ∆ = β2 − αγ, di ordine 2(m + i), la
quale possegga ”molti” punti quadrupli M in punti della curva α e ”molti” punti doppi N fuori
di α scelti in modo che ∆ e β2 seghino su α lo stesso divisore 4

∑
Mi+2

∑
Nj . Ricorrendo

all’integrale ellittico appartenente ad α non è difficile, anche se alquanto laborioso, cercare tra
tutti i possibili spezzamenti di ∆ in curve razionali quello per cui ∆ abbia il massimo numero
possibile di punti quadrupli appartenenti ad α e di nodi non appartenenti ad α; e anche γ (se
m ≥ 2) abbia il massimo numero possibile di nodi.-

Ad esempio (se m = 1) si vede che una F 5 non può possedere più di cinque punti tripli e
se λ(p) è il massimo numero di punti doppi per una F 5 che già possegga p punti tripli si ha:
λ(0) = 31, λ(1) = 24, λ(2) = 20, λ(3) = 16, λ(4) = 4, λ(5) = 0. Una F 5 con cinque punti tripli
si può ottenere come trasformata di un cono cubico ellittico Γ mediante il sitema lineare delle
superficie del terz’ordine aventi come nodi quattro punti semplici di Γ.

d) In [30] e [19] sono considerate le superficie del sesto ordine di tipo (9) dotate di un punto
quadruplo, sicché α, β, γ siano curve di gradi 4,5,6. Premesso che una tal superficie non può
avere altri punti di molteplicità ≥ 4 senza esser dotata di linee multiple, si vede che una F 6 con
un punto quadruplo può avere al più 6 punti tripli. Infatti una F 6 con un punto quadruplo, t
punti tripli e d nodi è la trasformata birazionale di una F 5 con t− 2 punti tripli, e d+ 3 nodi.

Se d(q) è il massimo numero di nodi per una superficie del sest’ordine con un punto quadruplo
e q punti tripli risulta: d(0) = 45, d(1) = 35, d(2) = 30, d(3) = 21, d(4) = 17, d(5) = 13,



Superficie algebriche 261

d(6) = 1. Ciò si ottiene esaminando tutti i possibili spezzamenti di ∆ in curve razionali e
cercando poi, ricorrendo al principio di equivalenza di Riemann e Weierstrass, quali tra queste
configurazioni siano effettivamente possibili9; (v. ad esempio [1]).

3.3 La trasformazione razionale xi → xpi

Siano Pr e P′r due spazi priettivi di egual dimensione r e siano x0, x1, . . . , xr coordinate proiet-
tive ed omogenee in Pr ed y0, y1, . . . , yr coordinate proiettive ed omogenee in P′r. Denoteremo
con T e T ′ i relativi (r+ 1)-edri di riferimento e con Ai, A

′
i i loro vertici. Sia poi ωp : Pr → P′r

la trasformazione razionale definita dalle equazioni: yi = xpi (i = 0, 1, . . . , r). La controimma-
gine = ω−1(V ′) della ipersuperficie V ′ di P′r di equazione f(y0, y1, . . . , yr) = 0 ha equazione
f(xp0, x

p
1, . . . , x

p
r) = 0. Ciò premesso si ha la seguente

Proposizione 3.3. (v. [29])
a) Se il vertice A′i di T ′ è punto s-plo isolato per V ′, Ai risulta sp-plo isolato per V .
b) Se P ′ è un punto di P′r non appartenente ad alcuna delle facce di T ′ ed s-plo isolato per

V ′ la fibra ω−1p (P ′) è costituita da pr punti distinti, non appartenenti ad alcuna delle facce di
T e tutti s-pli isolati per V ;

c) per quanto riguarda i punti appartenenti a qualche faccia di T ′, possono presentarsi vari
casi. Ad esempio, se la faccia A′i0A

′
i1
. . . A′ik sega V ′ in una varietà che possiede un punto

doppio (oppure triplo) in un punto P ′ semplice di V ′ e non appartenente a facce di dimensione
inferiore, la fibra ω−1p (P ′) è costituita da pk punti distinti tutti doppi per V (oppure almeno
doppi e tripli se p > 2 per V ), appartenenti alla faccia Ai0Ai1 . . . Aik di T , ma non a facce di
minor dimensione.

La dimostrazione è un semplice esercizio.
In particolare, se V ′ è una superficie di P′3 avente come sole singolarità t0 nodi e se il

tetraedro T ′ è scelto in modo che questi t0 punti abbiano tutte le coordinate non nulle, e se
inoltre vi sono t1 punti con tre coordinate non nulle nei quali V ′ è tangente a facce di T , t2
punti con due coordinate non nulle nei quali V ′ è tangente a spigoli di T ′ e t3 vertici di T ′
appartenenti a V ′, la superficie V = ω−1p (V ′) possiede t0p

3 + t1p
2 + t2p + t3 punti singolari

isolati; t3 tra questi sono punti p-pli; tutti gli altri sono (in generale) doppi.

Ecco alcuni esempi:

a) Se f(y0, y1, y2, y3) = 0 è una quadrica tangente ai quattro piani yi = 0 in punti con
tre coordinate con nulle, f(x20, x

2
1, x

2
2, x

2
3) = 0 è una superficie di Kummer del tipo particolare

considerato da A. Cayley (e detta tetraedroide di Cayley).
b) Cosideriamo una superficie F4 di Kummer ed un suo piano tangente π. La sezione

C di F4 con π è una quartica di genere 2 la quale ammette qualche triangolo in pari tempo
inscritto e circoscritto. Scegliendo per ciascun lato di un siffatto triangolo un piano che sia
tangente ad F4 in un punto non appartenente al lato stesso, si ottengono tre piani che insieme a
π formano un tetraedro T le cui facce sono quattro piani di F4 ed avente tre spigoli tangenti ad

9Se q ≥ 3 per ottenere F6 con un punto quadruplo e d(q) punti doppi si può più semplicemente osservare che
esse sono trasformate birazionali di superficie del quinto ordine con q − 3 punti tripli e con il massimo numero
possibile di punti doppi.
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F4 e tre vertici in punti semplici di F4. La trasformazione xi → x2i muta F4 in una F8 avente
16 · 8 + 4 · 4 + 3 · 2 + 3 = 153 nodi. Questo esempio è di B. Segre [72].

c) Un’altra superficie di notevole interesse si ottiene a partire da una superficie cubica
generale f(y0, y1, y2, y3) = 0. Se le quattro facce di T ′ sono tangenti alla superficie in punti di
Eckardt, la superficie del nono ordine f(x30, x

3
1, x

3
2, x

3
3) = 0 possiede 36 punti tripli. Su ciascuna

delle quattro facce di T ne giacciono 9 i quali sono i punti base di un fascio di cubiche. (v.[29]).
Con lo stesso metodo E. Stagnaro [81] ha costruito una F 9 con 39 punti tripli 10.

Esempi analoghi si hanno in spazi di dimensione r qualunque. Cos̀ı partendo da una quadrica
non specializzata tangente alle r + 1 facce di T ′ si perviene ad una ipersuperficie del quarto
ordine che possiede 2r−1(r + 1) punti doppi. [Ci sarà utile, tra poco, la forma quartica dello
spazio a quattro dimensioni dotata di 40 nodi.] Se invece si parte da una forma cubica di Pr
tangente alle r + 1 facce di T ′ in punti di Eckardt, si trova una ipersuperficie del nono ordine
la quale possiede 3r−1(r + 1) punti tripli.

3.4 Contorni apparenti di ipersuperficie di Pr

3.2. Consideriamo in P4, ove x0, x1, x2, x3, x4 siano coordinate proiettive omogenee di punto,
una ipersuperficie Φ, d’ordine 2m+ i, avente equazione αx2m0 −2βxm0 +γ = 0 la quale possegga
d∗ punti doppi distinti dal punto A0(1, 0, . . . , 0) e non appartenenti all’iperpiano x0 = 0 né al
cono β. Sappiamo (v. prop. 3.1) che questi punti sono allineati m ad m sopra generatrici doppie
del cono ∆ di equazione β2 − αγ = 0; ed in generale nessuna di queste rette ne contiene più di
m. Poiché ∆ possiede anche i(m+ i)(2m+ i) rette doppie date dalle equazioni α = β = γ = 0,
la superficie F di P3, di ordine 2(m+ i), rappresentata dall’equazione ∆ = 0, possiede

d =
d∗

m
+ i(m+ i)(2m+ i)

punti doppi.
In particolatre, se m = 1, sicché Φ abbia in A0 un punto di molteplicità i ed α, β, γ abbiano

gradi rispettivamente i, i+ 1, 2i+ 1, e se nessuna retta uscente da A0 contiene più di un punto
distinto da A0 e doppio per Φ, si trova in P3 una superficie di ordine 2i+2 con d∗+i(i+1)(i+2)
punti doppi, in generale tutti conici.

Vediamo alcuni esempi.

a) (La superficie di Kummer) Nello spazio a quattro dimensioni consideriamo una forma
cubica Φ avente il massimo numero possibile di punti doppi, e cioè 10 punti doppi [9]11 , e

10La miglior limitazione ora conosciuta per il numero h(9) di punti tripli di una F9 è h ≤ 42 (v. Y. Miyaoka
[53]). Del problema del massimo numero h(n) di punti tripli isolati per una Fn di P3 si sono occupati recen-
temente S. Endrass, U. Persson e J. Stevens [25], [86] con speciale riguardo alle superficie del sesto ordine. A
tutt’oggi sappiamo soltanto che d(5) = 5 [28] e d(6) = 10 [86]. Una completa classificazione delle F 5 con punti
tripli si fa, come abbiamo visto, ricorrendo alla solita rappresentazione di una cubica piana mediante la ℘ di
Weierstrass; mentre lo studio delle F 6 con 9 punti tripli si fa agevolmente in quanto 9 punti appartengono ad al-
meno una quadrica, meno semplice è classificare le F 6 con 10 punti tripli; ciò ha fatto J. Stevens in [86] riducendo
la questione (come Beauville per le F 5) allo studio delle curve eccezionali sopra una risoluzione minimale di F 6.

11Per provare che una ipersuperficie cubica Φ di P4 non può avere più di 10 punti doppi basta scrivere che la
classe di Φ è almeno 3.
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scegliamo il pentaedro di riferimento in modo che Φ abbia equazione αx20 − 2βx0 + γ = 0 con
α, β, γ ∈ C[x1, x2, x3, x4] forme di gradi rispettivi 1, 2, 3, e del resto generiche.

La superficie di equazione ∆ = β2−αγ = 0 possiede 10 + 1 · 2 · 3 = 16 nodi, ed è quindi una
superficie di Kummer.

b) (La superficie di Togliatti) Nello spazio Pr consideriamo una ipersuperficie algebrica V , di
ordine n ≥ 3, la quale possegga una retta a di molteplicità n− 2. Supponiamo che le equazioni
di a siano x0 = x1 = . . . = xr−2 = 0 e che quindi l’equazione di V sia della forma:∑

αi(x0, x1, . . . , xr−2)βi(x0, x1, . . . , xr) = 0 (11)

con αi forme di grado n− 2 nelle sole indeterminate x0, x1, . . . , xr−2 e βi forme quadratiche.
Nello Sr−2: xr−1 = xr = 0 prendiamo un punto P (y0, y1, . . . , yr−2, 0, 0), ed il piano π = aP .

Il generico punto di π ha coordinate (y0, y1, . . . , yr−2, λ, µ), e λ, µ possono essere riguardate
come coordinate non omogenee in π.

La sezione di π con V è una curva di ordine n dalla quale si stacca la retta a contata n− 2
volte. Resta una conica γ che in π è data dall’equazione f(λ, µ) = 0 ove:

f(λ, µ) =
∑

αi(y0, y1, . . . , yr−2)βi(y0, y1, . . . , yr−2, λ, µ).

Se γ si spezza in due rette, π è tangente a V oppure contiene un punto doppio di V .
I coefficienti dei termini di grado k (k = 0, 1, 2) del polinomio f(λ, µ) sono forme di grado

n − k nelle indeterminate y0, y1, . . . , yr−2 ; eppertanto il luogo dei punti P di Sr−2 - e cioè il
contorno apparente Φ di V sull’Sr−2 dalla retta a - è una ipersuperficie di ordine 3n − 4 (di
Sr−2) la cui equazione si ottiene annullando un polinomio della forma:

Φ = det

A B D
B C E
D E F


con A,B,C,D,E, F polinomi omogenei di gradi n− 2, n− 2, n− 2, n− 1, n− 1, n.

Si vece facilmente che, se Q è un punto doppio di V , la traccia sull’Sr−2 del piano aQ
è un punto doppio di Φ. Per provarlo, supponiamo che Q sia il punto (1, 0, 0, . . . , 0) e cioè
supponiamo che nell’equazione (11) la x0 compaia al grado massimo n − 2. I coefficienti di
f(λ, µ) conterranno y0 al grado massimo n − 2 e quindi y0 comparirà in Φ al grado massimo
3n− 6; ciò basta per concludere.

Poiché sussiste l’identità:

AΦ = (AC −B2)(AF −D2)− (AE −BD)2

l’ipersuperficie Φ è circoscritta alla ipersuperficie di ordine 2(n−2) di equazione: AC−B2 = 0;
e poiché questa ha una varietà doppia di dimensione r − 5 ed ordine (n − 2)3, di equazioni
A = B = C = 0, sulla varietà di contatto W - che ha dimensione r − 4 ed il cui ideale è

generato dai minori di secondo ordine della matrice

(
A B D
B C E

)
- l’ipersuperficie Φ possiede

una varietà doppia di ordine (n− 2)3 + n(n− 2)(3n− 4) e dimensione r − 5. (v. [34], [12]).
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Sia ora r = 5 e supponiamo che V possegga d∗ punti doppi isolati; in tal caso Φ è una
superficie di P3 avente ordine 3n− 4 e dotata di d = (n− 2)3 + n(n− 2)(3n− 4) + d∗ nodi.

In particolare, se V è una forma cubica dotata di 15 punti doppi - e cioè del massimo numero
di punti doppi isolati che si possano imporre ad una ipersuperficie del quinto ordine dello spazio
proiettivo a cinque dimensioni [92],[93], Φ è una superficie del quinto ordine di P3 avente 31
nodi. È questa la superficie di Togliatti.

c) (Una F 6 con 63 nodi) In P4 consideriamo una quadrica Q non specializzata ed un pentae-
dro T le cui facce siano cinque iperpiani tangenti di Q. Se f(x0, x1, x2, x3, x4) = 0 è l’equazione
di Q rispetto a T , l’ipersuperficie Φ del quarto ordine f(x20, x

2
1, x

2
2, x

2
3, x

2
4) = 0 possiede 5·23 = 40

punti doppi.
Riferiamo ora i punti di P4 ad un nuovo pentaedro T ∗ = (B0, B1, B2, B3, B4) scelto in modo

tale che B0 sia uno dei 40 punti doppi di Φ e che gli altri 39 punti doppi diano, congiunti
con B0, 39 rette distinte. Con questa scelta del riferimento l’equazione di Φ sarà della forma
αx20−2βx0+γ = 0 con α, β, γ forme quaternarie di gradi 2, 3, 4 e la F 6 data in P3 dall’equazione
β2 − αγ = 0 ha 39 + 2 · 3 · 4 = 63 punti doppi.

d) (Una F 8 con 160 nodi) Un notevole esempio di superficie dell’ottavo ordine si ottiene nel
modo seguente [33].

Nello spazio proiettivo a nove dimensioni consideriamo una ipersuperficie V di ordine ≥ 3 ed
un suo punto P generico. Le rette che passano per P e che presentano ivi contatto di secondo
ordine con V sono le generatrici di un cono quadrico ∆2

7 situato nell’iperpiano tangente a V
in P . Questo cono, la cui generica sezione iperpiana è una quadrica non specializzata di P7,
contiene, come spazi massimi, ∞6 spazi a quattro dimensioni e la sezione di ciascuno di questi
con V ha P come punto triplo.

Esistono dunque ∞6 spazi S4 passanti per P e seganti V in una ipersuperficie avente P
come punto triplo.

Ciò premesso, siano x1, x2, . . . , x5; y1, y2, . . . , y5 coordinate proiettive ed omogenee in P9 e
consideriamo la V 5

8 di equazione: x1x2 . . . x5 = y1y2 . . . y5. Ogni spazio del tipo xi = xj = yl =
yk = 0 è doppio per V 5

8 ; e quindi V 5
8 possiede 100 spazi doppi cinquedimensionali ed è segata

da un qualsiasi S4 in una ipersuperficie Φ del quinto ordine che possiede 100 punti doppi. Se
l’S4 è scelto in modo che Φ possegga un punto triplo (ossia se l’S4 è uno degli spazi massimi di
∆2

7) la sua sezione con V 5
8 è una V 5

3 che possiede, oltre il punto triplo P , 100 punti doppi nelle
intersezioni dell’S4 con i cento S5 doppi di V 5

8 .
Si trova dunque in S4 una ipersuperficie di tipo x20α−2x0β+γ = 0 con α, β, γ ∈ C[x1, x2, x3, x4]

forme quaternarie di gradi 3, 4, 5.
La superficie F8 di P3 di equazione β2 − αγ = 0 possiede 100 + 3 · 4 · 5 = 160 punti doppi

isolati.
In [33] è dimostrato che da un punto generico di Φ i 100 punti doppi di Φ son proiettati

secondo 100 rette distinte.

3.5 Le superficie di Kreiss

Consideriamo in P3 una rete Σ di superficie d’ordine n, avente n3 punti base distinti. Se f0, f1, f2
sono tre sue superficie linearmente indipendenti, aggiungiamo ad esse N − 3 [N =

(
2n+3

3

)
]



Superficie algebriche 265

superficie f4, . . . in modo da formare una base per il sistema lineare Σ∞N−1 di tutte le superficie
d’ordine n.

Insieme a Σ consideriamo il sistema lineare 2Σ :
∑N
i=0 aikfifk = 0 e la sua immagine

proiettiva Φ3, per la quale si ha la rappresentazione parametrica xik = fifk (i, k = 0, 1, . . . , N).
Alle superficie di Σ corrispondono superficie di contatto di Φ3 con iperpiani di PN , ed al

sistema lineare ∞5 :
∑2
i,k=0 aikfifk = 0, [(ai,k) matrice simmetrica ad elementi ∈ C] delle

superficie sizigetiche corrisponde il sistema lineare∞5 delle sezioni iperpiane di Φ3 che passano
per lo spazio T (di dimensione N − 6) rappresentato dalle equazioni x00 = x01 = x02 = x11 =
x12 = x22 = 0.

Se π è la proiezione da T sullo spazio S5 che congiunge i sei punti A00, A01, A02, A11, A12, A22,
si vede subito che:

• la proiezione di Φ3 è una superficie di Veronese F4; ciò comporta che gli spazi tangenti a
Φ3 siano tutti appoggiati a T (generalmente in un sol punto);12

• le superficie sizigetiche hanno come proiezioni le C4 sezioni iperpiane di F4;

• le superficie di Σ (i cui doppi sono superficie sizigetiche) vengon proiettate nelle coniche
di F4;

• le curve caratteristiche di σ (curve base di fasci di superficie di σ) hanno come proiezioni
i singoli punti di F4 (punti base di fasci di coniche)13.

Ad una superficie di 2Σ che abbia un punto doppio corrisponde in PN una sezione iperpiana
di Φ3 avente un punto doppio, cioè la sezione di Φ3 con un iperpiano (passante per T ) ad essa
tangente, e quindi contenente uno spazio tangente di Φ3.

3.3. Per comodità di linguaggio e di notazioni, userò lo stesso simbolo e lo stesso nome per
indicare un punto, una linea, una superficie di S3 e la sua immagine in PN . E cos̀ı ad esempio,
diremo che la sezione di Φ con un iperpiano passante per T è una superficie sizigetica relativa
alla rete Σ. E dirò proiezione per significare la proiezione da T su S.

Proposizione 3.4. I punti doppi per una superficie Fn di Σ, ma non punti base della rete,
che appartengano ad una medesima curva caratteristica L (e che abbiano quindi in S la stessa
proiezione P ′) sono punti doppi di ogni superficie sizigetica la cui proiezione in S sia tangente
(in P ′) alla conica γ proiezione di Fn.

Per la dimostrazione v. [44].
Si possono allora ottenere superficie algebriche con molti nodi partendo da un rete Σ con

”molte” curve caratteristiche contenenti ciascuna ”molti” punti doppi di Fn.

Ciò premesso, siano f0 una superficie di Σ e γ la sua proiezione.
Supponiamo che f0 abbia qualche retta doppia g. Una curva caratteristica ξ di f0 (segata

su f0 da una superficie del fascio λf1 + µf2 = 0) interseca g in n punti D che son tutti doppi

12Infatti il cono che proietta Φ3 da T ha dimensione soltanto N − 3, invece che N − 2 come avviene per un
generico spazio di dimensione N − 6 (v. [36]).

13Non si dimentichi che due coniche della supericie di Veronese hanno un sol punto a comune.
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per f0. La proiezione P0 di ξ è un punto della conica γ0 proiezione di f0; pertanto una sezione
iperpiana di F4 che sia tangente in P0 a γ0 è la proiezione di una superficie sizigetica F2n per
la quale gli n punti D son doppi. E ciò per ogni retta doppia di f0. Se f0 = A1A2 . . . An è una
n-pla di piani, su ciascuna delle sue

(
n
2

)
rette doppie ci sono n punti doppi di F2n.

Supponiamo che anche f1 ed f2 siano n-ple di piani, sicché l’equazione di Σ sia:

λ0A1A2 . . . An + λ1B1B2 . . . Bn + λ2C1C2 . . . Cn = 0.

Se C4 è una delle ∞2 quartiche tangenti alle tre coniche γ0, γ1, γ2
14 proiezioni di f0, f1, f2,

la corrispondente F2n avrà 3n
(
n
2

)
= 3

2n
2(n − 1) nodi, oltre agli n3 punti base di Σ. Se poi Σ

contenesse una quarta n-pla di piani, avremmo superficie di ordine 2n con n3+4n
(
n
2

)
= 3n3−2n2

nodi. Ma supporre l’esistenza di una rete di superficie d’ordine n contenente quattro n-ple di
piani significa supporre che si abbia una identità della forma:

E11E12 . . . E1n + E21E22 . . . E2n + E31E32 . . . E3n + E41E42 . . . E4n ≡ 0, (12)

ove Eij ∈ C[x0, x1, x2, x3] sono forme lineari. Il primo membro della (12) è un polinomio
omogeneo di grado n che dipende da 16n parametri omogenei (i coefficienti delle forme lineari
Eij); pertanto una identità come la (12) è certo possibile se: 16n >

(
n+3
3

)
; ossia n ≥ 7.

Abbiamo cos̀ı superficie degli ordini 4, 6, 8, 10, 12, 14 aventi rispettivamente 16, 63, 160,
325, 576, 931 nodi.

Osservazione 3.5. Notiamo che una rete di superficie di ordine n non può contenere più di
quattro n-ple di piani. Una quinta n-pla porterebbe infatti (per n = 4) ad una F 8 con 184 nodi,
mentre sappiamo che µ(8) ≤ 171.

3.6 Le superficie di Chmutov

3.4. Siano Tn(x) i polinomi di Tchebytcheff di prima specie e di ordine n:

Tn(x) = cos(n arccosx) per ogni x ∈ [0, 1];

ossia
Tn(x) = x

n −
(n
2

)
x
n−2

(1− x2
) +

(n
4

)
x
n−4

(1− x2
)
2 −

(n
6

)
x
n−6

(1− x2
)
3 − . . . .

Ciò premesso consideriamo la superficie affine Fn di equazione

Tn(x) + Tn(y) + Tn(z)± 1. (13)

Poiché
dTn
dx

=
n sin(n arccosx)√

1− x2
,

14Si tenga presente che nella usuale rappresentazione piana di F4, alle quartiche tangenti a coniche corrispon-
dono coniche di un piano tangenti a rette. E pertanto, date sulla superficie di Veronese h ≥ 5 coniche ci sono
∞5−h sezioni iperpiane ad esse tangenti.
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annullano le tre derivate prime del primo membro della (13) i punti (cos k1πn , cos k2πn , cos k3πn )
(ki = 1, 2, . . . , n − 1). Il loro numero è (n − 1)3. Ed è facile contare quanti fra questi punti
appartengono ad Fn, tenendo presente che

Tn(cos
kπ

n
) =

{
+1 se k è pari

−1 se k è dispari
.

Si trovano superficie Fn di ordine n le quali

• se n è pari hanno 3
8n

2(n − 2) oppure 3
8n(n − 2)2 nodi a seconda che il secondo membro

della (13) sia +1 oppure −1;

• se n è dispari hanno 3
8 (n− 1)3 nodi.

Poiché la parte omogenea di grado n nell’equazione di Fn è xn + yn + zn non ci sono punti
multipli all’infinito.

Per i primi valori di n:

n = 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .
d = 24 54 81 144 192 300 375 540 . . .

Fino al 1984 non erano note superficie di ordine 9 ed 11 con un numero cos̀ı elevato di punti
doppi. Superficie di ordini 10 e 12 con rispettivamente 325 e 576 nodi erano già state costruite
da H. O. Kreiss nel 1955.

3.5. Ancora più interessanti gli esempi di Chmutov del 1992; [20]. Si tratta delle superficie
affini Fn di equazione:

Pn(x, y) + Tn(z) + 1 = 0

ove Tn(z) = − 1
4 cos(n arccos z) + 1

4 è il polinomio di Chebyshev di prima specie avente valori
critici 0 ed 1

2 e Pn(x, y) è il polinomio che si ottiene scrivendo il polinomio:

λn1 + λn2 + λn3 + (λ1λ2)n + (λ2λ3)n + (λ3λ3)n

in termini delle funzioni simmetriche elementari

σ1 = λ1 + λ2 + λ3, σ2 = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1, σ3 = λ1λ2λ3

e sostituendovi poi σ1, σ2, σ3 rispettivamente con x, y, 1.
L’espressione esplicita di Pn(x, y) è (cfr. [51])

Pn(x, y) = det



x 1 0 . . . . . . . . . . 0
2y x 1 0 . . . . . . . . . 0
3 y x 1 0 . . . . . . 0
0 1 y x 1 0 . . . 0

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
.
.
.

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
.
.
.

. . . . 1 y x 1

. . . . . 1 y x


+ det



y 1 0 . . . . . . . . . . 0
2x y 1 0 . . . . . . . . . 0
3 x y 1 0 . . . . . . 0
0 1 x y 1 0 . . . 0

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
.
.
.

.

.

.
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
.
.
.

. . . . 1 x y 1

. . . . 0 1 x y
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Le due matrici quadrate con cui è formato Pn(x, y) sono n × n; la parte omogenea di grado n
di Pn(x, y) è xn + yn.

La superficie Fn ha solo punti doppi conici, ed il numero di questi punti è

• 5n3−13n2+12n
12 se n ≡ 0 (mod. 6)

• 5n3−13n2+16n−8
12 se n ≡ 2 (mod. 6) oppure n ≡ 4 (mod. 6)

• 5n3−14n2+13n−4
12 se n ≡ 1 (mod. 6) oppure n ≡ 5 (mod. 6)

• 5n3−14n2+9n
12 se n ≡ 3 (mod. 6)

[n = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, . . . : d = 28, 57, 93, 154, 216, 321, 425, 576, . . .].

3.7 Le superficie di Barth (1994), Endrass (1995), Sarti (1999), Labs (2004)

In una classica Memoria del 1877, dedicata alle superficie dotate di simmetrie, E. Goursat [38]
aveva segnalato i seguenti due polinomi, di gradi 6 e 10, invarianti per il gruppo G dell’icosaedro:

Q = (τ2x2 − y2)(τ2y2 − z2)(τ2z2 − x2), (14)

R = (x2 − τ4y2)(y2 − τ4z2)(z2 − τ4x2)(x+ y + z)(x+ y − z)(x− y + z)(x− y − z), (15)

ove τ = 1
2 (1 +

√
5).

Consideriamo allora la F6 di equazione

Q− λ(x2 + y2 + z2 − 1)2 = 0. (16)

Essa possiede 45 nodi (di cui 15 all’infinito) qualunque sia λ, ed un nuovo nodo che si riesca
ad imporle disponendo del parametro λ, trascina con sé i punti della sua G-orbita, che saranno
tutti nodi per F6.

Per λ = 1
4 (2τ + 1) si ha la F6 di W. Barth (1994), che possiede 45 + 20 = 65 nodi; e Barth

dimostra che non sarebbe possibile aggiungere, con questo procedimento, un ulteriore punto
doppio.

Nel 1995 B. Jaffe e D. Ruberman [42] hanno dimostrato (seguendo la via seguita da A.
Beauville per le superficie del quinto ordine) che una F6 non può avere 66 nodi; quindi µ(6) = 65.

La F10 di Barth vien cercata nel sistema algebrico

R− λ(x2 + y2 + z2 − 1)2(x2 + y2 + z2 − %2)2 = 0 (% 6= 1)

di superficie dotate di 225 punti doppi (di cui 45 all’infinito). Altri 120 punti doppi vengono
imposti con opporuna scelta dei parametri λ e %. In tutto quindi 325 nodi.
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Osservazione 3.6. Se omogeneizziamo, il primo membro della (16) diventa una forma cubica
di C[x0, x1, x2, x3] nei quadrati delle xi, pertanto la superficie di Barth può essere ottenuta
anche con la trasformazione razionale xi → x2i , in contrasto con [18], ove Catanese e Ceresa
avevano erroneamente affermato che una superficie del sesto ordine con 65 nodi non può essere
ottenuta da una superficie cubica con tale trasformazione.

Con un procedimento ispirato a quello di W. Barth (ma formalmente più complicato), S.
Endrass ha trovato un esempio di superficie dell’ottavo ordine con 168 nodi, appartenente ad
una famiglia ∞12 di F8 con 112 nodi, nel modo seguente.

I due polinomi:

P = (x21 − x20)(x22 − x20)
(
(x1 + x2)2 − 2x20

)(
(x1 − x2)2 − 2x20

)
Q =

(
a1(x21 + x22)2 + (x21 + x22)(a2x

2
3 + a3x3x0 + a4x

2
0)+

+a5x
4
3 + a6x

3
3x0 + a7x

2
3x

2
0 + a8x3x

3
0 + a9x

4
0

)2
sono entrambi invarianti per il gruppo generato dalla rotazione

x1 : x2 : x3 : x0 −→
(x1 − x2√

2
:
x1 + x2√

2
: x3 : x0

)
e dall’involuzione

x1 : x2 : x3 : x0 −→ x1 : −x2 : x3 : x0 ;

la F8 di equazione: P −4Q2 = 0 possiede 112 nodi, per ogni scelta dei parametri aj . Scegliendo
opportunamente questi coefficienti, Endrass riesce ad aggiungere 56 punti doppi ulteriori, sicché
(tenendo conto di [37]) si ha: 168 ≤ µ(7) ≤ 171.

A. Sarti [64] si è occupata di fasci di superficie algebriche di P3(C) che sono invarianti per
le traformazioni di sottogruppi del gruppo ortogonale speciale SO(4) che contengono il gruppo
di Heisenberg. Di questi fasci ha scritto le equazioni, studiato la varietà base, ed ha calcolato
il numero dei punti singolari. Interessante è il fascio di superficie del dodicesimo ordine, che
si ottiene combinando linearmente le due forme di grado 12 che sono invarianti per il gruppo
bipoliedrico15 che contiene una superficie F12 avente 600 nodi. Si ha pertanto µ(12) ≥ 600; va
comunque detto che V. Goryunov ha recentememte fornito la prova dell’esistenza (che aveva già
annunciato nel 1996) di una F12 con 600 nodi, anch’essa invariante per il gruppo bipoliedrico.16

Infine O. Labs [47] ha trovato una superficie del settimo ordine con 99 nodi. Essa appartiene
ad una famiglia Ξ ∞7 con simmetria diedrale D7, il cui membro generico possiede 63 nodi.
Disponendo dei parametri da cui Ξ dipende, si trova una F ∈ Ξ per la quale quindici dei nodi
giacciono sul piano y = 0 ed uno tra questi anche al piano x = 0. I punti delle orbite di questi
quindici punti sono tutti e soli i nodi di F. Si trovano in tutto 1 + 14 · 7 = 99 punti.

15Se A5 è il gruppo delle simmetrie dell’ isosaedro (sottogruppo del gruppo ortogonale speciale SO(2)), il
gruppo bipoliedrico è l’immagine di A5 ×A5 in SO(4).

16La Nota [81] di E. Stagnaro, relativa ad una notevole superficie del dodicesimo ordine con 584 nodi, non è
stata pubblicata perché ritirata dall’Autore appena fu a conoscenza di superficie d’ordine 12 con 600 nodi.
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Osservazione 3.7. La disuguaglianza di Miyaoka implica che

lim sup
n→∞

µ(n)

n3
≤ 4

9
;

e tra i problemi posti da Miyaoka in [53] c’è quello di vedere se questo limite sia proprio 4
9 . A

questo riguardo, consideriamo in P3 una superficie algebrica d’ordine n0 Fn0 avente d0 nodi Di

e riferiamo i punti dello spazio ad un tetraedro le cui facce siano quattro piani bitangenti di
Fn0 non contenenti alcuno dei punti Di (cosa certamente lecita se n = 10, d = 345).

Se f(x0, x1, x2, x3) = 0 è l’equazione di Fn0 , la superficie F2n0 di equazione f(x20, x
2
1, x

2
2, x

2
3) =

0 possiede 8d0 + 32 nodi; iterando il procedimento si ottiene senza difficoltà

µ(2md0) ≥ 23md0 +
32

7
(23m − 1),

e quindi:

lim sup
n→∞

µ(n)

n3
≥ 1

n3
(d0 +

32

7
).

Ponendo n0 = 10 e d0 = 345 si trova:

lim sup
n→∞

µ(n)

n3
≥ 0, 3495714... (>

4

9
− 1

11
).
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[51] I. G. Macdonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials, Clarendon Press, Oxford 1979, cap. 12.

[52] Y. Miyaoka, On the Chern number of surfaces of general type, Inventiones Math., 42, (1977) pp. 225-237.

[53] Y. Miyaoka, The maximal number of quotient singularities on surfaces with numerical invariants, Math.
Ann. 268 (1984),159-171.

[54] Y. Miyaoka, Theme and variations - Inequalities between Chern number -, Sugaru, 41, (3) (1989) pp.
193-207.

[55] D. Mumford, Lectures on curves on algebraic surface, Princeton Univ. Press, 1966.

[56] V. V. Nikulin, On Kummer surfaces, Math. USSR Izvestija, 9 (1975) pp. 261-275.

[57] A. Nobile, Surfaces with nodes in projective space, J. Pure and Appl. Algebra, 42, (1986), pp. 275-285.

[58] R. Pignatelli and F. Tognoli, On Wahls proof of µ(6) = 65, Asian J. Math. Vol. 13, N. 3, pp. 307-310.
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