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Résultant et degré topologique en dimension deux

by
S. Jadiba

Abstract

Soient f(x, y) et g(x, y) deux polynômes non constants à deux vari-
ables et à coefficients dans C. Nous étudions la relation entre les degrés du
résultant de f−u et g−v par rapport à x et à y et le degré topologique deg ϕ

de l’application ϕ = (f, g) : C2
−→ C2. Le cas particulier où deg ϕ = 0

a été traité par Sakkalis [S]. En tant qu’application, nous donnons une
démonstration constructive du fait connu, voir Borel [Bo], qu’un morphisme
ϕ : C2

−→ C2 qui est injective est en effet un automorphisme de C2.

Let f(x, y) and g(x, y) be two non-constant polynomials in two variables
with complex coefficients. We study the relation between the degrees of the
resultant of f−u and g−v with respect to x and y and the topological degree
deg ϕ of the application ϕ = (f, g) : C2

−→ C2. The special case deg ϕ = 0
was considered by Sakkalis [S]. As an application, we give a constructive
proof of the known fact, see Borel [Bo], that an injective morphism ϕ :
C2

−→ C2 is actually an automorphism of C2.
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1 Introduction

Soient f(x, y), g(x, y) ∈ C[x, y] deux polynômes non constants et soient u et v
deux indéterminées. On pose:

A(x, u, v) = resy(f − u, g − v) = Ak(u, v)xk + . . . + A0(u, v) ∈ C[x, u, v]

et

B(y, u, v) = resx(f − u, g − v) = Br(u, v)yr + . . . + B0(u, v) ∈ C[y, u, v].
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Si les polynômes f, g sont quelconques, il n’y a pas de relation intéressante
entre k, r et le degré topologique deg ϕ de l’application

ϕ = (f, g) : C2 → C2,

voir Exemple 3.1.

Le résultat principal de cet article, Théorème 3.2, nous dit que lorsque f
et g sont x− et, respectivement, y− réguliers (condition qu’on peut facilement
réaliser par un changement de coordonnées linéaires), on a k = r = deg ϕ. Ici
deg ϕ = #ϕ−1(u, v) pour (u, v) ∈ C2 générique, (c’est-à-dire il existe S ⊂ C2 un
ouvert de Zariski non vide tel que l’égalité soit vraie pour (u, v) ∈ S).

En plus, on a k = r = 0 si et seulement si

J(f, g) =
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résultat du à Sakkalis, voir [S], et redémontré ici.

Dans la dernière section on donne une nouvelle démonstration dans le cas
X = C2 du fait classique qu’une application ϕ : X → X injective est forcément
un isomorphisme birégulier pour toute variété complexe X, voir [A], [Bo], [BCW]
ainsi que [K] et [Pa] dans le cas réel.

Notre démonstration à la différence des autres, est constructive et donne aussi
comme un corollaire un résultat surprenant du à Mckay et Wang qui dit que
l’application réciproque ϕ−1 est essentiellement déterminée par les polynômes
frontières f(x, 0), f(0, y), g(x, 0) et g(0, y) associés aux polynômes f et g, voir
Corollaire 4.1 et Remarque 4.2. Le rôle des “ polynômes frontières ” qui est assez
mystérieux dans [MW] est éclairci par l’Exemple 4.2 et le Théorème 4.2, qui est
notre deuxième résultat principal.

Dans la section de rappels, Proposition 2.6 et Remarque 2.2 sont probablement
nouvelles et utiles en eux-même.

Nous avons obtenu des résultats similaires dans le cas de n polynômes de n
variables, mais ils seront présentés dans un autre article car ils sont beaucoup
plus techniques.

2 Rappels

On commence avec quelques rappels sur les résultants, voir par exemple [BM],
[EM].

Definition 2.1. Soient a(t) = antn + . . . + a0 et b(t) = bmtm + . . . + b0 deux
polynômes en la variable t et à coefficients dans un anneau commutatif R. Le
résultant de a(t) et b(t) (que l’on note rest(a, b)) est le déterminant de la matrice
de Sylvester:
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S(a, b) =
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Le résultant a les propriétés suivantes, (voir [S], page 474).

Proposition 2.1.

(1) Il existe des polynômes A(t), B(t) de degré n′,m′ respectivement tel que
n′ < m , m′ < n et:

a(t)A(t) + b(t)B(t) = rest(a, b).

(2) rest(a, b) = 0 si et seulement si a(t) et b(t) ont un facteur commun de degré
positif.

(3) rest(a, b.c) = rest(a, b).rest(a, c) pour tout c(t) non nul de R[t].

(4) Soient R = C[y], f(x, y) = anxn + an−1(y)xn−1 + . . . + a0(y) et g(x, y) =
bmxm + bm−1(y)xm−1 + . . . + b0(y) tels que (an, bm) ∈ (C∗)2.

Si P (y) = resx(f, g) et y0 ∈ C est une racine de P (y), alors il existe x0 ∈ C
tel que f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0.

Definition 2.2. Soit f(x, y) un polynôme de C[x, y] = C[y][x] de degré n en x.
On dit que f est quasi-régulier en x si le coefficient de xn est constant non nul.

On continue avec quelques rappels sur les applications dominantes et le théorème
de Bézout affine, voir Proposition 2.4.

Definition 2.3. Soit F : V −→ W un morphisme entre deux variétés algébrique
complexes V et W . On dit que F est dominant si l’adhérence de son image (pour
la topologie de Zariski) est égale à W : F (V ) = W.

Si V et W sont deux variétés algébrique complexes irréductibles et F : V −→ W
est dominant, alors F induit un morphisme F ∗ : C(W ) −→ C(V ) entre les corps
de fonctions rationelles sur W ( resp sur V ) : F ∗(h) = h ◦ F.
On a le résultat suivant.

Proposition 2.2. Soit F : V −→ W un morphisme dominant. Alors on a les
conditions équivalentes:

(i) l’extension F ∗ : C(W ) −→ C(V ) est finie.
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(ii) Le fibre générique de F est finie.

(iii) dim V = dim W.

Si une de ces conditions est satisfaite, alors on a [C(V ) : C(W )] = #F−1(w) pour
tout w dans un ouvert de Zariski dense de W, (voir [M], page 46).

Exemple 2.1. Une application f = (f1, . . . , fn) : Cn −→ Cn polynomiale est
dominante si l’extension de corps C(x) = C(x1, . . . , xn) de C(f) = C(f1, . . . , fn)
est finie.

Proposition 2.3. Soit F : V −→ W un morphisme.

(i) Si V et W sont irréductibles, alors F dominant ⇐⇒ F ∗ injectif.

(ii) On suppose F dominant et V irréductible. Alors W

est irréductible.

Pour la dernière affirmation, voir [P], page 26.

Corollaire 2.1. Soit ϕ : C2 −→ C2 un morphisme. Alors A = ϕ(C2) est un
ensemble constructible et Ā est un ensemble algébrique irréductible.

Proposition 2.4. Soient f et g deux polynômes de C[x, y] non constants et
premiers entre eux. Alors le lieu des zéros communs à f et g, V (f) ∩ V (g), est
un nombre fini de points distincts A1, . . . , As, et on a :

∑

1≤j≤s

iAj
(f, g) = dimC

C[x, y]

(f, g)
.

Ici iAj
(f, g) désigne la multiplicité d’intersection de f et g en Aj .

Pour la dernière affirmation, voir [BM], page 136.

Proposition 2.5. Soit M un A-module de type fini sur un anneau principal A.
Il existe une suite d’éléments non inversibles (b1, . . . , br) de A
telle que :

(1) Pour tout i = 1, . . . , r − 1, bi divise bi+1.

(2) M est isomorphe à A
(b1)

⊕ . . . ⊕ A
(br) .

De plus, à unités près, les éléments b1, . . . , br sont uniques. Nous les appelons
les facteurs invariants de M. Dans ce cas, la suite des idéaux de Fitting de M
est donnée par:

F (0)(M) = (b1 · · · br) , F (1)(M) = (b1 · · · br−1) , . . . , F (r−1)(M) = (b1),

F (r)(M) = F (r+1)(M) = . . . = A.
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Pour cette affirmation, voir [BM], page 97 et page 102.

Remarque 2.1. Avec les notations de la Proposition 2.5, M de torsion si et
seulement si b1.....br 6= 0. Dans ce cas, la suite :

0 $ F (0)(M) $ F (1)(M) $ ..... $ F (r)(M) = A

détermine les facteurs invariants bj .

Le résultat suivant généralise légérement la Proposition 2.6 de [BM], page 97,
voir aussi Proposition 5.3 de [EM], page 108.

Proposition 2.6. Soient f = xn+.....+an et g = b0x
m+.....+bm deux polynômes

de A[x]. Notons ψ l’endomorphisme de multiplication par g dans l’anneau quotient
A[x]

(f)
:

ψ :
A[x]

(f)
−→

A[x]

(f)

U 7−→ Ug.

Alors :

(1) det(Mψ) = Res(f, g).

(2) Le A−module A[x]
(f,g) est de présentation finie.

(3) Pour tout j = 1, . . . , n, l’idéal de Fitting F (j)( A[x]
(f,g) ) est engendré par les

mineurs d’ordre n + m − j de la matrice de Sylvester de f et g.

Remarque 2.2. Soient f, g ∈ C[x, y] deux polynômes non constants et premiers

entre eux tel que f soit quasi-régulier en x. Le C[y]−module M =
C[x, y]

(f, g)
est de

torsion, car dimC M < +∞ par la Proposition 2.4, et donc M est complétement
déterminé (à isomorphisme près) par ses facteurs invariants par la Remarque
2.1. Ces facteurs sont calculés à l’aide des idéaux de Fitting, donc à partir de la
matrice de Sylvester Sylv(f, g).

3 Le résultat principal

Soient u et v deux indéterminées. On définit comme dans l’Introduction:

A(x, u, v) = resy(f − u, g − v) = Ak(u, v)xk + . . . + A0(u, v) ∈ C[x, u, v]

B(y, u, v) = resx(f − u, g − v) = Br(u, v)yr + . . . + B0(u, v) ∈ C[y, u, v]

Le résultat suivant a été démontré par Sakkalis [S].
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Théorème 3.1. Soient f(x, y), g(x, y) deux polynômes de C[x, y], quasi-réguliers
en x et en y. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) k = 0.

(ii) Il existe h(u, v) ∈ C[u, v] tel que h 6= 0 et h(f, g) = 0.

(iii) J(f, g) = 0.

Notre résultat principal est la généralisation suivante du Théorème 3.1.

Théorème 3.2. Soient f(x, y), g(x, y) deux polynômes non constants de C[x, y],
f quasi-régulier en x et g quasi-régulier en y. Soit

ϕ = (f, g) : C2 −→ C2, (x, y) 7−→ (f(x, y), g(x, y))

et soit D = ϕ(C2). Alors on a k = r et k = #ϕ−1(u, v) pour (u, v) ∈ C2

générique, (c’est-à-dire il existe S ⊂ C2 un ouvert de Zariski non vide tel que
l’affirmation soit vraie pour (u, v) ∈ S).

En particulier:

(i) ϕ n’est pas dominant ⇐⇒ k = r = 0 ⇐⇒ dim D̄ = 1 ⇐⇒ J(f, g) = 0
(le polynôme nul). Dans ce cas il existe un polynôme irréductible h(u, v) ∈
C[u, v] tel que h(f, g) = 0.

(ii) ϕ est dominant ⇐⇒ k = r > 0 ⇐⇒ D̄ = C2 ⇐⇒ J(f, g) n’est pas le
polynôme nul.

Preuve:

Les polynômes f −u, g− v sont quasi-réguliers en x et en y et premiers entre eux
pour u, v génériques ( évident lorsque dim D̄ = 1 et conséquence du théorème sur
la dimension des fibres de ϕ lorsque dim D̄ = 2). Soient b1, . . . , bs les facteurs

invariant du C[y]−module M =
C[x, y]

(f − u, g − v)
. D’après la Proposition 2.5 et la

régularité en x on a:

dimC M = dimC(
C[y]

b1
⊕ . . . ⊕

C[y]

bs

) = degy b1 + . . . + degy bs =

= degy(b1 · · · bs) = degy[resx(f − u, g − v)] = r.

Le même argument appliqué au C[x]−module M =
C[x, y]

(f − u, g − v)
montre que

dimC M = k. Donc k = r.

Supposons que ϕ n’est pas dominant. Alors il existe h(u, v), h 6= 0 tel que
h(f(x, y), g(x, y)) = 0,∀(x, y) ∈ C2. En effet, on a dim D̄ > 0 car f, g sont non-
constants, donc D̄ est une courbe irréductible de C2 et on prend h une équation



225

réduite de D̄. Si on pose S = C2\D̄, on voit que k = r = #ϕ−1(u, v) = 0 pour
(u, v) ∈ S dans ce cas. Si dim D̄ = 1, alors J(f, g) = 0. Réciproquement, si
J(f, g) = 0, alors dim D̄ = 1 (sinon le Théorème de Sard, voir [M], p.42, donne
une contradiction).

Supposons maintenant que ϕ est dominant, i.e. D̄ = C2. Soit S ⊂ C2

un ouvert de Zariski nonvide formé entièrement par des valeurs régulières de ϕ.
Un tel ouvert existe par le Théorème de Sard, voir [M], p.42. Si (u, v) ∈ S,
alors k = r = #ϕ−1(u, v) > 0, car toute solution (x0, y0) du système f(x, y) =
u, g(x, y) = v a la multiplicité 1. En plus, on a J(f, g)(x0, y0) 6= 0.

Réciproquement, si J(f, g) 6= 0, on en déduit que D a un intérieur non-vide
pour la topologie forte. Ceci entrâıne évidemment l’égalité D̄ = C2.

Remarque 3.1. Plus précisement, dans le point (ii) ci-dessus, on a A0 = hp

où p est le degré topologique de l’application C → D, y 7→ (f(0, y), g(0, y)). De
même, on a B0 = hq où q est le degré topologique de l’application C → D,
x 7→ (f(x, 0), g(x, 0)), voir Théorème 1 dans [MW].

Exemple 3.1. La condition de quasi régularité dans le Théorème 3.2 est impor-
tante, comme le montre l’exemple suivant:

f(x, y) = x2y2 + y et g(x, y) = xy2 + xy.

On a:

resy(f − u, g − v) = (v2 − u)x4 − (2uv + v)x3 + (u2 + u)x2 − vx

et
resx(f − u, g − v) = y5 + (2 − u)y4 + (1 − 2u)y3 + (v2 − u)y2.

Donc k = 4 6= r = 5. Mais si on fait un changement des variables: x = X +Y
et y = X − Y on obtient des polynômes quasi- réguliers en X et en Y :

F (X,Y ) = X4 + Y 4 − 2X2Y 2 + X − Y

et
G(X,Y ) = X3 + Y 3 − Y X2 − XY 2 + X2 − Y 2.

Maintenant on a:

resY (F − u,G− v) = (−8u + 8v2)X3 + (−8vu + 8v2 + 4u2 − 8u + 4v − 4v2u)X2

+(−10vu+2v2+4v+4vu2+6u2−4v2u)X +3v2−2uv2+4vu2−vu−u3−3v3+v4

et

resX(F − u,G − v) = (8u − 8v2)Y 3 + (−4v + 8vu − 4v2u + 8v2 − 8u + 4u2)Y 2

+(4v+4v2u−10vu+4vu2−2v2−6u2)Y −2uv2 +3v2−u3 +vu+v4−4vu2 +3v3.

Donc maintenant les nouveaux degrs k′ et r′ coincident: k′ = r′ = 3. En
particulier, le degr topologique de l’application

ϕ = (f, g) : C2 −→ C2

est 3 < k < r.
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4 Une application

Nous allons donner une nouvelle démonstration du résultat suivant, voir Bass et
al. [BCW], Théorème 3.2 et Borel [Bo].

Théorème 4.1. Soit ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 une application régulière injective.
Alors ϕ est un automorphisme de C2.

Démonstration:

La démonstration utilise les lemmes suivantes.

Lémma 4.1. Si ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 est injective, alors J(f, g) ∈ C∗.

Preuve: Supposons que ϕ(0, 0) = (0, 0) et que J(f, g)(0, 0) = 0. Alors on sait
que le degré local du germe d’application ϕ0 : (C2, 0) −→ (C2, 0) est donné par:

deg ϕ0 = dimC

O

(f, g)

(voir [AGV], vol I, page 76). Si ϕ est injective, on a deg ϕ0 = 1, donc l’idéal
(f, g) doit être l’idéal maximal de l’anneau local O = C{x, y}. Or cette dernière
condition est équivalente à J(f, g)(0, 0) 6= 0, contradiction.

Remarque 4.1. La condition k = r = 1 nous dit que l’application ϕ est génériquement
injective. Toutefois, une telle application n’est pas forcément injective. Un ex-
emple simple est donné par f = x − y, g = x2 − y2.

Lémma 4.2. Soit ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 une application régulière tel que
J(f, g) ∈ C∗. Alors l’ensemble F = C2 \ ϕ(C2) est fini.

Preuve: On voit facilement que ϕ(C2) est un ouvert dans la topologie forte
(métrique) de C2. Donc ϕ(C2) est un ouvert de Zariski de C2, (voir [M], page 38)

Supposons que F n’est pas fini. Alors il existe une courbe irréductible C ⊂ F
donnée par une équation h = 0, où h ∈ C[u, v], h /∈ C. On en déduit que le
polynôme h(f, g) ∈ C[x, y] n’a pas de zéros, donc h(f, g) = c, c ∈ C.
Cela entraine que ϕ(C2) est contenu dans la courbe h − c = 0, contradiction en
vue du Théorème 3.2.

Preuve du Théorème 4.1:

On peut évidement supposer que f et g sont x− et y− réguliers.
Soit (u0, v0) ∈ C2 \ ϕ(C2). Ceci veut dire que le système

(1)

{

f(x, y) = u0

g(x, y) = v0

n’a aucune solution (x0, y0) ∈ C2. Autrement dit, par tout x0 ∈ C, le système:

(2)

{

f(x0, y) = u0

g(x0, y) = v0
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n’admet aucune solution y0 ∈ C. Ceci est équivalent à la condition:

(3) pour tout x0 ∈ C, A(x0, u0, v0) 6= 0.

Dans notre situation d’après le Théorème 3.2 on a k = 1, donc

A(x, u, v) = A1(u, v)x + A0(u, v), où A1(u, v) 6= 0.

La condition (3) est équivalente à:

(4) A1(u0, v0) = 0 et A0(u0, v0) 6= 0.

Cas 1: Le polynôme A1 ∈ C[u, v] n’est pas une constante. Alors l’ensemble

F = {(u, v) ∈ C2;A1(u, v) = 0 et A0(u, v) 6= 0}

est fini si et seulement si F = φ. En effet, soit C1 une composante irréductible de
la courbe {A1 = 0}. Alors, soit A0/C1 = 0 et donc F ∩ C1 = φ, ou bien A0/C1

n’est pas identiquement nulle. Alors

F ∩ C1 = C1 \ {p ∈ C1;A0(p) = 0}

est un ouvert de Zariski de C1, donc un ensemble infini. On en déduit que toutes
les composantes irréductibles de {A1 = 0} sont dans la première situation, i.e.
F ∩ C1 = φ. Si on est dans cette situation, soit (a, b) ∈ C1. On a donc

(5) A1(a, b) = A0(a, b) = 0.

On en déduit que

(5′) A(x, a, b) = 0 pour tout x ∈ C.

Ceci dit que la fibre ϕ−1(a, b) contient une infinité de points, contradiction car ϕ
est injective. Donc le cas 1 est impossible.

Cas 2: A1 est une constante non nule. Si A1 ∈ C∗, alors on a:

(6) x = −
A0(u, v)

A1
.

On peut refaire le même raisonement avec B(y, u, v) = B1(u, v)y +B0(u, v) et on
arrive à la conclusion que B1 ∈ C∗. Donc on peut écrire

(6′) y = −
B0(u, v)

B1
.

Les formules (6) et (6′) montrent que l’application ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 est une
bijection et que ϕ−1 est donné par les polynômes de (6) et (6′). Donc ϕ est un
automorphisme birégulier de l’espace affine C2.
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Exemple 4.1. Soient f(x, y) = x, g(x, y) = y + h(x). Alors on a :

resy(f − u, g − v) = x − u

resx(f − u, g − v) = y − v + h(u).

On remarque que k = r = 1, et ϕ = (f, g) est injective. On a aussi A0(u, v) = −u
et B0(u, v) = −v + h(u).

Corollaire 4.1. Si ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 est un automorphisme , alors ϕ0 =
(A0, B0) : C2 −→ C2 est aussi un automorphisme. Dans ces conditions, il existe
une homothétie

H : C2 −→ C2,H(x, y) = (−
x

A
,−

y

B
).

telle que ϕ−1 = H ◦ ϕ0.

Remarque 4.2. On a évidemment:

A0(u, v) = resy(f(0, y) − u, g(0, y) − v).

Et

B0(u, v) = resx(f(x, 0) − u, g(x, 0) − v).

Donc, l’application réciproque ϕ−1 est déterminée à une homothétie près par les
“ polynômes frontiéres ” f(x, 0), f(0, y), g(x, 0) et g(0, y) associés aux polynômes
f et g. Des résultats similaires ont été obtenus par Mckay et Wang [MW].

Remarque 4.3. Soit ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 et ϕ∗ : C[u, v] −→ C[x, y] le mor-
phisme induit, i.e. ϕ∗(u) = f, ϕ∗(v) = g. Dans l’article [MW], on travaille sous
l’hypothése ϕ∗ surjectif (qui est d’ailleurs équivalent à la condition ϕ∗ isomor-
phisme, voir Lemme 11 dans [MW], page 252.) Notre Théorème 4.1 montre que
ϕ injectif implique ϕ∗ isomorphisme.

Le rôle des “ polynômes frontiéres ” est éclairci par les remarques suivantes.

Definition 4.1. Un couple de courbes (C1, C2) de C2 est appelé un repère si
(P1, P2) forment un système de coordonnées sur C2, c’est-à-dire C[P1, P2] =
C[x, y], où Pj = 0 est une équation réduite de la courbe Cj, j = 1, 2.

Exemple 4.2. Soit ϕ : C2 → C2 un automorphisme et soit ψ = ϕ−1. Posons
C1 = ϕ({x = 0}) et C2 = ϕ({y = 0}). Alors le couple (C1, C2) de C2 est un
repère. Plus précisement, si ψ = (P1, P2), alors la courbe Cj admet comme
équation Pj = 0 pour j = 1, 2. On remarque donc que l’automorphisme ϕ est
déterminé à une homothétie près par le repère (C1, C2). La donnée des “polynômes
frontiéres” détermine évidemment le repère (C1, C2), car
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C1 = {(f(0, y), g(0, y)) | y ∈ C}

et

C2 = {(f(x, 0), g(x, 0)) | x ∈ C}.

Théorème 4.2. Soit ϕ = (f, g) : C2 −→ C2 une application régulière. Alors
ϕ est un automorphisme de C2 si et seulement si pour tout repère (C1, C2), le
couple des images (ϕ(C1), ϕ(C2)) est un repère.

Preuve:

L’implication directe est évidente. Dans la suite nous supposons que pour
tout repère (C1, C2), le couple des images (ϕ(C1), ϕ(C2)) est un repère et nous
montrons que l’application ϕ est injective. En utilisant le Théorème 4.1 on en
déduit que ϕ est un automorphisme.

Remarquons d’abord que le cas J(f, g) = 0 est impossible. En effet, dans ce
cas le Théorème 3.2 nous dit que D = ϕ(C2) est une courbe irréductible, tandis
que C1 ∪ C2 ⊂ D a exactement deux composantes irréductibles.

Supposons dans la suite que

U = {(x, y) ∈ C2 | J(f, g)(x, y) 6= 0}

est un ouvert de Zariski non vide.

Cas 1. (la restriction ϕ|U n’est pas injective)

Alors, à une translation au but près, il existe deux points distinctes p, q ∈ U
tels que ϕ(p) = ϕ(q) = (0, 0). On choisit deux vecteurs tangents wp en p et wq

en q tels que dϕ(p)(wp) 6= dϕ(q)(wq). Il existe une courbe affine lisse isomorphe
C qui passe par p et q et telle que les vecteurs tangents C aux points p et
q soient respectivement wp et wq. En utilisant le Théorème de linéarisation
d’Abhyankar-Moh [AM], et l’implication directe de notre Théorème, on déduit
l’existence d’une courbe C ′ (en effet il existe une infinité de telles courbes!) telle
que le couple (C,C ′) soit un repère. Par hypothèse, (ϕ(C), ϕ(C ′)) est un repère,
en particulier la courbe ϕ(C) doit être lisse. Par construction, la courbe ϕ(C) est
singulière l’origine, car elle a au moins deux branches à tangents distincts qui
passent par ce point. Donc on est arrivé à une contradiction, qui montre notre
résultat dans ce cas.

Cas 2. (la restriction ϕ|U est injective)

Si U = C2, il n’y a rien à démontrer. Sinon, la différence Z = C2 \ U est
une courbe. Supposons qu’il existe deux points distinctes p, q ∈ C2 tels que
ϕ(p) = ϕ(q) = (0, 0). Alors il existe une courbe affine lisse isomorphe C qui
passe par p et q et telle que l’intersection C ∩ Z est un ensemble finit. Alors la
courbe ϕ(C) est singulière à l’origine, car elle a au moins deux branches distinctes,
les images par ϕ de deux germes (C, p) et (C, q), qui passent par ce point. On
obtient la même contradiction qu’au cas 1.
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