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Abstract

Le but de cet article est d’établir explicitement & partir d’hypothéses
de localisation, des conditions algebriques de décomposition d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles & caractéristiques multiples de multi-
plicité paire. Ces conditions sont suffisantes pour que le probléeme de Cauchy
C'* associé soit bien posé. La technique de construction de solutions asymp-

totiques prouve que ces conditions sont aussi nécessaires.

Abstract: The objective of this paper is to establish explicitly with us-
ing localization hypothesis, some algebraically conditions of decomposition
of a system of partial differential equations with multiple characteristics
and pair multiplicity. These conditions are sufficient for the well posedness
of the C* associated Cauchy problem. The technic of the asymptotically
solutions prove that these conditions are also necessary.
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1 Introduction

Depuis longtemps il a été montré dans le cadre des équations aux dérivées par-
tielles que l’existence d’une onde asymptotique permet la contruction de solu-
tions nulles (voir par exemple larticle de S. Mizohata [16]) et que la résolution
du probleme de Cauchy asymptotique permet la construction d’une parametrix
(voir I'article de D. Ludwig [10]).

L’analyse du probleme de Cauchy asymptotique entreprise dans le cas des
systémes notamment par J. Vaillant dans [18, 19, 20, 21, 22] puis par R. Berzin
dans [1, 2] et par R. Berzin-J. Vaillant dans [3, 4] et aussi dans le cas scalaire
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par J.C. De Paris dans [5, 6] sans oublier les travaux de W. Matsumoto [11],
W. Matsumoto-H. Yamahara [12] et ceux de G. Taglialatela-J. Vaillant [17] et
trés récemment 1’étude des opérateurs intégraux de Fourier et leurs applications
aux équations aux dérivées partielles faite par B. Messirdi-A. Senoussaoui dans
[13, 14, 15] ont motivé notre recherche, ils constituent aussi un outil de base pour
ce travail.

L’objetif de cet article est I’étude du probleme de Cauchy C'*associé & un
opérateur différentiel matriciel hyperbolique h & coefficients C*sur une variété
produit X = R x X', X' étant compacte connexe sans bord, les traces sont C>
sur X', et ou h vérifie deux types d’hypothéses. Des hypotheéses de localisation
développées par J. Vaillant dans [18, 23] et des hypotheses de décomposition des
opérateurs différentiels introduites par J.C. De Paris dans [5, 6] et reprises dans
un cadre général par J. Vaillant dans [22] sur les opérateurs d’ordre 1 pour la mul-
tiplicité 5. Le cas (2,2,1,...,1) de la classification générale des systémes hyper-
boliques de J. Vaillant [22] est explicitement étudié ici, des conditions nécessaires
et suffisantes sont obtenues pour que le probléeme de Cauchy pour A soit bien posé
en C'™.

Notre travail généralise de maniere non triviale des cas étudiés par R. Berzin
dans [1, 2] et R. Berzin-J. Vaillant dans [3, 4], en particulier les méthodes que
nous utilisons sont originales et nettement différentes, les conditions invariantes
que nous établissons sont explicitement exprimées & ’aide des coefficients de h
lorsque ’ordre de h est quelconque.

Au paragraphe 2, nous introduisons des hypotheses sur la matrice caractéris-
tique H de h dans les différents anneaux localisés par rapport aux facteurs
irréductibles de la décomposition du déterminant de H. Notre localisation généra-
lise le cas double étudié par R. Berzin-J. Vaillant dans [4].

Le but du paragraphe 3 est d’établir des conditions algebriques de décomposi-
tion associées au systéme matriciel H & caractéristiques de multiplicité paire (cf.
[1, 2], [20]). En adaptant & h la notion de décomposition d’un opérateur par rap-
port au facteur irréductible de multiplicité 4 du déterminant caractéristique, on
construit un opérateur auxilliaire ¢ qui nous permet d’utiliser une décomposition
de multiplicité 2 au lieu d’une décomposition de multiplicité 4 du systeme différen-
tiel h.

Au paragraphe 4, nous vérifions que les conditions algebriques que nous
obtenons sont équivalentes & celles utilisées par R. Berzin-J. Vaillant dans [3, 4]
pour résoudre le probleme de Cauchy C'*°, la solution du probléme est exprimée a
I’aide d’opérateurs intégraux de Fourier associés & chaque racine caractéristique,
comme ’opérateur transposé de h vérifie aussi les conditions de décomposition
’unicité de la solution est aussi obtenue.

En construisant ensuite une onde asymptotique (cf. [3, 4], [8], [9], [22]) qui
viole I'inégalité du théoreme du graphe fermé de h, on prouve au paragraphe 5
que les conditions suffisantes que nous obtenons sont aussi nécessaires.
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2 Notations, hypotheses et définitions

Soit X' une variété C*°compacte réelle et de dimension n, on note

2’ = (z%,...,2%,...,2") un point de X', T+ un réel strictement positif et X =
[0,7F] x X', on note aussi z = (z°,2') = (2%, 2!, ...,2%,...,2™) un point de X
dans une carte locale. Un point du fibré cotangent T*(X) est noté par (z, &) avec
&= (&,8&) = (&,&1, -, &ay -y &n), ON posera Oy = Mia et 0% = %, 0<a<n.

On considére un opérateur différentiel linéaire matriciel

h(z,0) = (h(z,0))1<4,B<m

de classe C* sur X, d’ordre ¢ (¢t > 1), la matrice caractéristique de h sera notée
par H(z,&) = (HA(,€))1<A,B<m, ou YA, B € {1,...m}, Hf(z,£) est définie
par:

HA(z,6) = { le polynéme caractéristique de his(x,d) si ordre(hf(z,8)) =t
B 0 si ordre(hi(z,0)) < t
(2.1)
On suppose que det(H (z,&)) est une fonction réelle non identiquement nulle C*°
en z polynémiale en £ de degré mit.
Dans une carte locale, I’opérateur h s’écrit :

h(z,8) = H(z,d) + H*(%,0) + ... + H*D(2,0) + ... + H*® (2, )

ot H*9) (z,0) = (H;(j)A(w,a))lsA,BSm est la partie d’ordre (¢t — j) de h(z,9).
On suppose qu’il n’y’a qu’un facteur multiple Hy de multiplicité 4 dans la
décompostion du déterminant caractéristique de h, de sorte que:

det H = H{K (2.2)
ou Hy et K sont des fonctions C*° en z et polyndmiales en £ telles que:

1. le degré s de Hy et x de K sont constants sur X,

2. HyK est strictement hyperbolique par rapport & la direction N = (1,0, ....,0),
c’est & dire pour tout (x,&'), £ # 0, 'équation HoK (x,&,&') = 0 admet
s + x racines réelles distinctes &§(z, &), 1 < p < s+ x, ces racines sont des
fonctions C* en (x,&') et positivement homogenes de degré 1 en &'.

Définition 2.1. Etant donnés trois polynomes P, Q) et U en & a coefficients C*°
en . Sile polynome (P — Q) en & est divisible par U, on note P = Q[U]. Si
P et Q sont deux matrices de polyndomes en £ & coefficients C* en x, on note
P = Q[U] si et seulement si P§ = Qa[U] pour tout A,B, si P = (Pﬁ‘)A’B et

Q=(Q8) 45
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Définition 2.2. Si a et b sont deuzr opérateurs différentiels matriciels d’ordres
respectifs v et v', la partie (a o b)*(x,0) d’ordre (r +r' — 1) de (a o b)(x,0) est
donnée dans une carte locale quelconque de X par:

(a0 b)*(z,0) = [AB* + 0% A8, B + A*B](z,d) (2.3)

a=n
avec la convention d’Einstein 0*A0,B = ) 0*A0,B qu’on utilisera par la
a=0
suite sauf mention contraire, ou A et B sont les matrices caractéristiques respec-
tives de a et b.

La partie d’ordre (r +r' — 2) de (aob) est:

(aob)*™(z,0) = [AB*™* + d*Ad,B* + %8“5A6aﬁB+8“A*6aB+A*B*](w,8)
' (2.4)

On considére ’anneau localisé de l’anneau des polynémes R[{] par rapport &
'idéal premier défini par Hy (cf. [23]), il s’agit d’un anneau principal dans lequel
H est supposée équivalente a la matrice diagonale:

diag[H§, HS, 1, ..., 1] (2.5)
L’opérateur h est dit de type (2.2).

Notations 2.3. (cf. [19, 20, 21, 22]) :

(i) La matrice des cofacteurs de H est divisible par HZ dans R[¢],de plus il
existe au moins un cofacteur d’ordre (m — 2) de H qui n’est ni identiquement
nul ni divisible par Hy. Nous convenons que ce soit A13 c’est & dire le mineur
obtenu en barrant la premiere et la deuxieme ligne et la premiere et la deuxieme
colonne dans la matrice H, on suppose aussi que pour tout z il n’ait aucun zéro
réel commun non nul avec Hg.

(ii) AAB est le cofacteur d’ordre (m — 2) de H obtenu en rayant la Ceéme et
la Deéme lignes et la Aéme et la Béme colonnes et en mettant le signe convenable
(si A# Bet C # D) et vaut 0 sinon (si A = B ou C = D).

(iii) un indice chapeauté varie entre 3 et m, 3 < B < m. Un indice barré varie
entre let 2,1 < A< 2,

AL A2 siA=1 AA-1B _ AB?si A=1
iip = A2 siAd=2 " "1 27| AlBsid=2
AZsi (A,D) = (1,1)
AD 1 D+1 — A% si (éa 2) = (1a2)
-1 A+1 A?si (A, D) = (2,1)
Al si (A,D) = (2,2)
Les cofacteurs AD I D+l gont donce divisibles par H3 ou identiquement nuls,

-1 A+1
d’apres l'identité de Jacobi entre les cofacteurs de H, on a
det [AD"} D4 ] = Al det H (2.6)
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ce qui implique que les cofacteurs Ag:ll %’Ill ne sont pas tous nuls car 412 et

det H ne le sont pas par hypothese. De plus, si on définit la matrice A = (A%)
par:

- - 7A£)71 D+1
Afy = ()P At A D =1,2 (2.7)
0

alors det A = K Al2 | il n’est pas divisible par Hy et n’est pas identiquement nul.
On a aussi (cf. [19, 20, 21]):

{ HEAPT' T =H3AL et HGAPT' D =0 28)
1 2 17A _ 2 AF 1 2 17A _ :
Ap_ aHg=HoAy et Ap  JHEZ =0
d'otr, HAAP=T B ot AL 2 Hf sont divisibles par Hf et
AL 2HAAD LD — m2AlZAL (2.9)

3 Conditions de décomposition

Pour traiter le cas vg = 4 qui généralise le cas double vy = 2ky avec kg =
2, on construit un opérateur ¢ qui nous permet d’utiliser une décompostion de
multiplicité 2 au lieu d’une décomposition de multiplicité 4 de l'opérateur h.
En particulier, la décomposition de R. Berzin-J. Vaillant utilisée pour le cas
ko = 1 dans [4] ne peut étre adaptée & notre situation, notre étude revele que les
opérateurs différentiels que nous obtenons sont en pratique assez généraux.

Explicitons maintenant dans le cas de 1la multiplicité 4 1a notion de décomposi-
tion des opérateurs hyperboliques de J. Vaillant [22].

On pose:

_[4A-1B —_[1 2 _[.12B
a= [al Z]ISBSm » a= [a2—1 B] 1<A<a ¢ b= a3 C]153,C§m (3-1)
1<A<L2 1<A<m

des opérateurs différentiels de matrices caractéristiques respectivement:

A= [A?_l g]lSBng A= [AI* y

_[412B
B- A-1 A] 1<A<2 ? B= [Al 2 C]1§B,C§m (3-2)
1<A<2 1<B<m

ot A} 28 est un cofacteur d’ordre (m — 3) de H obtenu en rayant les premiere,
deuxieme et Béme colonnes et les premiere, deuxieme et C'éme lignes et en met-
tant le signe convenable si B #1,B #2,C #1,C # 2, sinon A} 35 =0.

On considere 'opérateur ¢ = @hp ot p = aal 2 — bhaal 2 , al 3 désigne
I'opérateur scalaire de polyndome caractéristique Al 2 | p (resp. ¢) est donc un

opérateur différentiel matriciel & m (resp. 2) lignes et 2 (resp. 2) colonnes p =

(p%)ISBSm (resp. ¢ = (q%)lgf,ﬁgz)-

1<F<2
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Proposition 3.1. On a

(1) ordre(p) =2(m — 2)
(ii) P = AAl 2 est le symbole principal de p,

(iii) ordre(bhq) < ordre(paj 3 )
ordre(thF) <2(m—2)t+t—2

m}, VF € {1,2},

(iv) VA € {3, ...,
Démonstration: Comme A4 # 0, alors
ordre(a) = ordre(al 2) = (m — 2)t
ordre(aal 2) = (m 2)t+ (m —2)t =2(m — 2)t
ordre(bha) < (m —3)t+t+ (m —2)t =2(m — 2)t
D’autre part, BHA [BgHgAQ] ieper = =0car BE=0si BouC €{1,2} et
ng_gz
BEHGAD = BBHC.AD =0 d’apres (2.8). D’ot1, ordre(bha) < 2(m — 2)
Ainsi, ordre(p) = orclre(ga1 2y=2(m—2)t et P= AA! 2 ce qui montre (i)
et (i).
Pour (#), on a:
ordre(bhq) < ordre(bhaal 2) < ordre(a(ai 3)?) = ordre(paj 3 )
ApB K0 D (3.3)

Montrons (),
= g%a} — bghga et hi _7% hBaBa1 5 — hAbERG a2
donc hga— = 1€ et en vertu de (2.8), on a

,

Posons lﬁ = hg aF ,
ordre(l ) <t+(m-2)t-—1

=2(m—2)t+t—1

de plus,
ordre(hgp%) <t+(m=-2)t—14+(m—2)
Puisque HABE = A 54 ( 54 est le symbole de Krénecker), alors si (L4) est la

—AlZIA -0 (3.4)
O

& = 41395
matrice caracterlsthue de opérateur matriciel (14), la partie d’ordre 2(m —2)t+
i
= LFA} %

t—ldethF est
L3413 — A

Q)

0

= Q)

12
12L



Probléme de Cauchy C'*° pour des systémes d’EDP 351

Définition 3.2. On dira que lopérateur h vérifie la condition (L) si et seulement
si il existe 3 opérateurs différentiels matriciels lg, 11,12 et un opérateur différentiel
scalaire hg de symbole principal Hy tels que:

(Ll) q(m,@) = [loh% + llhO + 12](1'76);

(Ly) ordre[(q — loh3)] < ordre(q) — 1,

(L) ordre[(q — loh — l1ho)] < ordre(q) — 2.

lo est tel que sa matrice caractéristique Lo ne soit pas divisible par Hy.

Explicitons cette définition en déterminant les conséquences de (L). Si h
vérifie (L), alors l'opérateur q(z,0) = [loh2 + liho + l2](z,0) s’écrit dans une
carte locale quelconque de X :

q(z,0) = Q(z,0) + Q*(x,0) + ... + (termes d’ordre < (ordre(q) — 2))

D’apres (2.9), la partie principale de g est Q = AHP == Hg [A1 3 ]2 A .

En identifiant les termes d’ordre égale & ordre (q), on obtient Q = LoH{.
Dot, Lo = [A}2]% A et Lo 2 O[Hy) car A} 2 2 O[H,) et A 2 O[Hy).

Cherchons maintenant la partie principale de (q — lohd)(z, 8), pour cela nous

avons besoin d’abord de la partie homogene Q* de g d’ordre égal & (ordre (q) —1)
modulo [Hy).

* F —F * —F\* —F
Q"5 = Au(hppp)” + (@) Hg Ph + 0° A4 0a(Hp P5)
On a en vertu de (2.8), HgPZ = 0[H3]. D’on,

O (HAPE) = 0[Hy) et Q* L = A4 [HAPE) +H  APE+8°H0,PE] modulo[Ho]
D’une part,
AL Hp = 0[H3]
D’autre part,
OaPB = A3 0.AZ + ABD, AL 3
(0“Hp) AL = 0% (H5AZ) — Hpo“ AZ = —H{0* AL[Ho)
Alors _
AL HAG*AB = 0[Ho]

Finalement, .

Q"L = AL A4 [H* HAE + 0° HA0.AZ|[Ho]

On a besoin ensuite de la partie homogene de lph2 d’ordre égal & (ordre (¢) — 1)
modulo [Ho).

(loh2)* = (lo)* HZ + Lo[h3]* + 8*Lodo H2
= L06“H08QH0[H0]



352 B. Messirdi, A. Rahmani, A. Senoussaoui

Donc _ _
[loh3) 5 = [A1 5 12 AR 0% HoOo Ho[Ho]

le symbole principal de (¢ — lohg)% est égal modulo [Hp] a:

A}3 AGIH" BAE + 0 HAOLAB] — [AL3 12A50% Hodo Ho

qui est aussi égal & L; Hy ou L; est la matrice caractéristique de /1, donc divisible
par H().
Puisque A 3 2 0[Hy], on a ainsi établi le résultat suivant:

Proposition 3.3. Si h vérifie (L), alors dans une carte locale quelconque de X :
KE = AU[H" AL + 0°HA0L AR - AL S AEO*Ho0.Hy  (3.5)
Hyest divisible par Ho, VF, D € {1,2}.

Remarque 3.4. Les invariants algébriques KL obtenus dans (3.5) sont équiva-
lents modulo [Hy] d ceux trouvés dans [2] et [4], ot il est montré que si la matrice
K= (IC%) est divisible par Hy alors le probléme de Cauchy C*° pour h est bien
posé en C°.

4 Résolution du probléme de Cauchy C*

Le résultat principal de cet article est:

Théoréme 4.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme de
Cauchy pour h soit bien posé en C™ est que h vérifie (L).

Démonstration: Si h vérifie (L), le probleme de Cauchy pour h est bien posé
en C'°. Ceci résulte de la construction pour h et son adjoint de paramétrixes
relatives & chaque racine & (z,£'), 1 < p < s + x, par la méthode des opérateurs
intégraux de Fourier (cf. [1, 2, 4, 7, 13, 22]).

Pour établir que la condition (L) est nécessaire, on sait que si le probléeme
de Cauchy est bien posé, on déduit du théoreme du graphe fermé, qu’il existe
un voisinage de y = (y°,%'), un entier k, un compact W du voisinage et une
constante C' > 0 tels que, pour tout v € C*°(X), on ait

|ulo,y < Cllhuly, y + u(y’®, 2’ (4.1)

)|k,Wﬁ{x°:y°}]

ou |ul, y, désigne une semi-norme usuelle de C*° (la borne supérieure des dérivées
jusqu’a ordre k sur le compact W).

En remarquant que si K s’annule des que Hy s’annule alors X est divisible par
Hy, on déduit que si (L) n’est pas vérifiée on peut trouver un point y = (y°,%’)
de X et une fonction réelle ¢ définie dans un voisinage W de y sur lequel on ait

Ho(a?,grad¢($)) =0 et K(yagTad¢(y)) # 07 (42)
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alors le probleme de Cauchy pour h n’est pas bien posé dans ce voisinage. En
effet, Il suffit donc, de démontrer qu’on peut trouver une fonction u qui viole
I'inégalité (4.1). On cherche u sous la forme asymptotique

u(z, p) = expifpgo(x) + p'/*¢(x) Z Yiij(z , p— +00 (4.3)

Pour que hu se calcul d’une maniére facile il sera en fait plus commode d’écrire
cette expression sous la forme

(@, p) = Y uj(x,p)fi ($o(2)) (4.4)
§=0

ot f; (¢) = (ip) I exp (ip¢) € C™ (R) vérifiant fJ(O = fj—1(¢)- On explicite
ensuite les coefficients des pt—7/2, j =0,1,2,3, ... et on les annule.

Considérons S = {z € X ; ¢(z) =0} une hypersurface de X de dimen-
sion m non caractéristique pour h, alors en tout point xz de S il existe une
carte locale (U,0) de X, telle que SNU = {z € U; %°(z) =2° =0} ou 6 =
6°,0%,...,6™), 0(x) = (2°,2%,...,2"), on a ici 8°(z) = ¢(z). De plus, (SN,
0|1an - ‘9|73an) €atl(S, z), dans la suite on considere les expressions locales dans
ces deux cartes de X et S. En particulier, Hy(z, gradg(z)) = 0 et ¢(0,2',£') =
n .
> z*¢;. Prenons tout de suite ¢g = d¢p, & = *1, ¢ est évidemment & valeurs
i=1
réelles. On note H(¢) = H(z, gradg(x)), A} 3 (¢) = Al 2 (=, grado(z)) ...

On utilisera la formule des sommes asymptotiques formelles (cf. [5, 22]):

=33 hET (o) Ul (-1 (90)) (4.5)

>0 r+j=l

ol (hg”(qﬁo))r est la famille d’opérateurs matriciels associés a h et & la fonction
réelle ¢q, avec

hiy (o) = Hf (o)

hig' (¢o) = 0 HA($0)0a + H (¢0)
hig” (#0) = 5:0°7 H;(60)0as + 0 Hi* (90)0a + HE* (d0)
hig®(go) = 3:0°PTHE (¢0)Dapy+510%° Hi ($0)Dap+0*Hig* (¢0) a+H ™ (¢0)
et ainsi de suite...
(a) coefficient, de p° :

H(#)Y; =0 (4.6)

(b) le coefficient de p~'/2 s’obtient en prenant [ = 1 dans I’expression hu, or | = 1
correspond ar=0,7=1our=1,5=0.
r=0,7=1:
W (G0)uf)(f v 0d0) = HE(do)uf (x,p)(ip)" " exp{ippo(x)}
Hi(¢0) Y31 (2)p™ (i) expilpgo(z) + p'/* ()]
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r=1,37=0:

hig (90)[ug ] (F=t41 © bo) =
{07 Hj (60)0aud (z, p) + Hi (d0)ud (x, p)}ip)' ™ explipgo(a)} =
{0 Hi}(60)0a Vi (2) (ip)! ™" + 0 H} (¢0)Dath(z) VP (2)p~/*(ip)*
+H3 (¢0) Y, (2)(ip)! "} exp ilpgo (z) + p'/ > ()]

—1/2

en isolant les coefficients de p , on a:
H(¢)Yi1 + 0% H(¢)0a1pdY; = 0 (4.7)
(c) coefficient de p~!, il s’agit du cas [ = 2, soit r =0, j =2;r =1, 5 = 1; ou
r=2,5=0.
r=0,7=2:

15 (G0)[ug](f-r42 © do) = HE (d0) Y2 (@)p * (ip)" expilpdo(x) + p'/* ()]

r=1,j=1:

2 (90) [P (fot42 0 o) =
{0°HJ (60)0a Y751 (2)(— Z) =3/2(ip)t + 0 Hp (¢0)0ath (2) Y51 (2)p ™" (ip) '+
H ($0) Y51 (@) (=i)p 3/ (ip)'} exp i[pgo (z) + p/*4)(x)]

r=2j=0:
W (o) g2 0 90) = {50 Hf (60)0us ¥ (2) ip) (i)' +
SO HA(60)0u(2)5Y;5 (2) (=)™ (i) +
450 H (90)0u Y (2)00 (@) (i)™ (ip)’
50 HA(G0)dast (0)VP () (=)™ (ip)' +
+50° HA(60) Bt (2) 050V () (i)'

+0° Hi (60)0a Y, () i) 2 (ip)" + 0% Hi (d0)0(2) Y, (2)(~i)p~*/2 (i)’
+HE (¢0) Y (2)(ip) > (ip)'} exp ilpgo (x) + p'/ >4 ()]

en isolant les coefficients de p~!, on obtient I’équation:

H(§)Yi0+0% H()0a 00V 111+ 500 H($)0ut)0s1p—i6 (0 H($)da +H* (9)}Y: = 0
(4.8)
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(d) les coefficients de p s’obtiennent par le méme procédé:

H(§)Yiy3 +00°H($)0a9Yiq2 + (4.9)
{50°P H($)0atpBotb — i0(0° H(6)Do + H* (8)) Vi +

{%O“B”H (6)80a1p0510, ) — i[0*F H () I1p0a+

1
+OH™($)9at + 50" His (¢0)0as¥]}Ye = 0
Résolution des équations (4.6) a (4.9) (cf. [4, 18, 22]):

On résout (4.6), Y;ﬁ, 1 < D < 2, étant pour linstant arbitraires, on ne
répétera pas toujours la lettre ¢:

PSS
o U\CU
U\

(4.10)

On conviendra aussi d’omettre ) dans les conditions analogues & celles de cette

S

—A
formule. On remarque que (4.7) est possible en multipliant par A et en utilisant

le fait que ApHE =0 et Apd® HEAL = 0.
Résolvons (4.7), on obtient:

B Ag D le% AD D
Y;H—l = A12 Y;H-l + 60 [A12]8a¢y (4-11)
12

Déterminons maintenant la condition de compatibilité de (4.8) en multipliant par
Ap:

A 1 iy g

Apl0” HE 000V, + 50 HE 0at0056Y"] = i6 Ap [0 HE .Y, + Hy V]
en reportant les valeurs de Y2, et Y,, et en posant p = d¢H(¢), on a:

AR08, yPALY,P = idKAYP, A =1,2 (4.12)

cette équation est résoluble quel que soit Y;2, D = 1,2, si AL2[p*0,0]2A = idK,
avec A # 0, K # 0, donc si [p*0,9] # 0 dans un voisinage de y.

On détérmine alors 1, 6, W, de sorte que cette condition soit réalisée. On
résout (4.8), on obtient:

AR AD AR 5 DD
Y, = an Ys +00° 3 B10.uY ) — i60°[3R10.Y,7 + GPPYY (4.13)
12 12
ot GB-D sont des coefficients réguliers.
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Ecrivons aussi que (4.9) est compatible en multipliant par Ay et en substitu-
ant les expressions de Y;%,, Y%, V;®, on a:

2iAAp* 0, pP9sY,2 + WPYP =0, A=1,2 (4.14)

ott les W2 sont des coefficients réguliers.

P = (p*)o<a<n définit un champ de vecteurs de classe C* non nul sur X pour
lequel il existe une carte locale de X dans laquelle p = 0y. Dans cette carte locale
(4.14) devient:

2iA20,Y,P 80 + WPYP =0, A=1,2 (4.15)
qui est un systeme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre le long

des bicaractéristiques relatives & Ho(p = d¢ Ho(¢)). On en déduit alors V;Z, puis
en itérant ce procédé les Y;ﬁ j bour tout j et par suite une solution asymptotique

convenable telle que |hul, ,, = O(p~*°) exp[sup |1(z)| p'/?] pour un certain ko >
’ zeW

0.
On a de plus (cf. [22]):

|ulo,w = eXp[SUVI:/ |[Imgp(2)| p*)(U +0(p)) , U #0 (4.16)
zTE
par le choix de Y;(z) # 0 dans le voisinage W, et
[u(0,2") | = O(p*) exp[sélgl |[Imp (0, 2")| p'/*1(U + o(p)) (4.17)

pour p assez grand, on obtient une fonction u qui viole l'inégalité du graphe fermé.
0

Remarque 4.2. Si on considére dans (2.8) la matrice A de tous les cofacteurs
de H de sorte que HA= AH = H{KI, I matrice unité de dimension m, on
retrouve les résultats de [22] dans le cas de la multiplicité m; = 4. Nos résultats
peuvent aussi étre étendus d la classe de Gevrey.
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