O CONFIGURATIE CU UN PATRAT SI UN TRIUNGHI
ECHILATERAL

TRAIAN PrREDAY

In cele ce urmeazi vom rezolva o problemi cunoscuts (Propozitia 2)
folosind o constructie auxiliara si o vom aplica in diverse probleme.

Propozitia 1. Fie ABCD un patrat si M un punct in interiorul sau
astfel Incat triunghiul ABM sa fie echilateral.

Atunci <MCD = <M DC = 15°.

Demonstratie. Triunghiurile AM D si BMC' sunt isoscele, cu <M AD =
IMBC = 30°. Rezulta ca <ADM = 75° si ABCM = 75°, din care obtinem
SMCD =<MDC = 15°. O

Propozitia 2. (O reciproca a propozitiei 1). Fie ABCD un patrat si
M un punct in interiorul sau astfel incat <M CD = <M DC = 15°. Atunci
triunghiul ABM este echilateral.
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Demonstratie. Construim, ca in figura, patratul CDEF si triunghiul
echilateral NDC. Din Propozitia 1, SNEF = {NFE = 15° si atunci N
apartine mediatoarei lui [EF], care coincide cu mediatoarea lui [CD]. Dar
M apartine mediatoarei lui [C'D] si atunci obtinem ca M N este mediatoarea
lui [CD], din care obtinem ca MN | ED. Din <xADM = <DEN = T75°
rezultd ca DM || EN. Astfel EDMN este paralelogram, de unde obtinem
ca MN = ED. Reiese MN || AD si MN = AD, deci AM N D este paralelo-
gram si astfel AM = DN = DC = AB. Am obtinut ca AM = AB; analog
BM = AB si astfel triunghiul M AB este echilateral. 0

1)Profesor, Colegiul National ,,Grigore Moisil“, Bucuresti.
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Propozitia 3. (A doua reciproca a propozitiei 1). Fie ABCD un
dreptunghi si M un punct in interiorul sau astfel incat triunghiul M AB sa
fie echilateral si <MCD = <M DC = 15°.

Atunci ABCD este patrat.

Demonstratie. Construim, ca in figura de la propozitia 2, patratul
CDEF si punctul N in interiorul sau astfel incat triunghiul NDC sa fie
echilateral. Ca si acolo rezulta ca DM || EN si DE || MN. Atunci EDMN
este paralelogram si ED = MN, {EDN = <DAM din care obtinem ca
DN || AM. Cum AD || M N, reiese ca ADM N este paralelogram.

Rezulta atunci AD = MN = ED, deci ABCD este patrat.

Aplicatii

1. (S.G.M.10/2013, Artur Balauca) Fie triunghiul dreptunghic isoscel
ABC, cu AB 1. AC, D un punct pe segmentul AC astfel incat <xABD = 15°
si E mijlocul segmentului BD. Aflati masura unghiului <DEC.

B g Solutie. Deoarece <A = 90° si AE este me-
< o~ diana, rezulta ca AE = BE = ED, din care obtinem
JEAB = <EBA = 15°.

Fie punctul S astfel incat ABSC sa fie patrat.
Din propozitia 2 obtinem ca triunghiul ESC este
echilateral, din care rezulta ca ACEA este isoscel,
D JACE = 30° si deducem ca YAEC = 75° iar
A° °C S AED=30°. Obtinem astfel xDEC =75°—-30°=45°.

O

2. (G.M. 10/2023, Dan Grigorie, Lucian Tutescu) Fie ABC'D un drep-
tunghi cu AB =1, BC =2l si M un punct aflat in interiorul sa astfel incat
IMAB = <MBA = 15°. Determinati masurile unghiurilor triunghiului
MCD.
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Solutie. Fie E si F mijloacele laturilor AD, respectiv BC. Atunci
AEFB este patrat si, din propozitia 2, obtinem ca triunghiul M EF este
echilateral. Astfel MF = EF = AB, deci M F este mediana in triunghiul

1
MBC si MF = §BC. Rezulta ca triunghiul BMC' este dreptunghic in M

si astfel xBMC = 90°; analog xAM D = 90°.
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Reiese <DMC = 360° —2-90° —150° = 30°. In triunghiul isoscel MC'D
obtinem YMCD = <MDC = 75°. O

3. (,Matematica de drag” 2007, Ioan Duicu) Se da rombul ABCD cu
JSABC = 30°. Construim patratul BDEF astfel incat C sa fie un punct in
interiorul patratului. Daca DCNBF = {H} si ECNBF = {G}, demonstrati
ca:

a) triunghiul CBH este isoscel;

b) FC este mediana in triunghiul EFG;

c¢) Triunghiul CGH este isoscel.

Solutie. a) Cum XABC = 30°, rezulta ca <{DBC = 15° si <CBH =
75°. Apoi «BCD = 150° de unde <« BCH = 15° si A{BHC = 75°. Obtinem
ca triunghiul CBH este isoscel.
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b) Avem <CBD = <CDB = 15°. Din propozitia 2 rezulta ca tri-
unghiul CEF' este echilateral si astfel CF' = CE. Dar AEFG este drep-
tunghic, deci CF = CE = CG si rezulta astfel ca F'C' este mediana in
AEFG.

c) Din CE = CD rezulta ca triunghiul ECD este isoscel si astfel
LECD = 4EDC. Dar <ECD = <HCG (opuse la varf) si <CDE =
JCHG (alterne interne), din care rezulta ca SCHG = <HCG, deci AGCH
este isoscel. O

4. Se considera patratul ABC'D si punctul E in interiorul <CAB astfel
incat < BAE = 15°. Demonstrati ca dreptele BE si BD sunt perpendiculare
daca si numai daca BD = AE.
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Solutie. Fie punctul F' € (AFE) astfel incat X ABF = 15°. Din propo-
zitia 2 obtinem ca triunghiul AFCD este echilateral. Rezulta atunci ca
SFDB = <FEAB = 15°. Cum DF = AB, rezultda ca BD = AFE daca
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si numai daca AABE = ADFB, ceea ce se intampla daca si numai daca
<DBF = 4AFEB.

Dar «DBF = 30° si astfel conditia precedenta este echivalenta in
continuare cu XAEB = 30°, sau <ABE = 135°, sau <DBFE = 90°, sau
DB | BE (deoarece <ABD = 45°). O

5. Fie triunghiul ABC in care {BAC = 45° si ¥ABC = 30°. Con-
struim punctul M in interiorul triunghiului astfel incat <M AB = <M BA =
15°. Aflati masura unghiului xBMC.

Q% pP Solutie. Construim patratul ABPQ astfel
incat punctul C' sa fie in interiorul patratului.
Cum XBAC = 45°, rezulta ca C € (AP). Apoi
LCBR = 15° deci, deoarece C' se afla pe me-
diatoarea lui BQ, obtinem xCQB = 15°. Din
propozitia 2 rezulta ca QM = QA si IMQB =

B 15°.  Astfel punctele @, C, M sunt coliniare si

JSCMB = <QMB = 180° — 15° — 30° = 135°.

O

6. (O.N.M. 2021, Mircea Lascu si Marius Stanean) In triunghiul ABC,

M este mijlocul segmentului BC. Daca XAMB = 45° si SACB = 15°,
determinati masura unghiului X{BAC.
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Solutie. Construim, ca in figura, patratul MCPQ si R € (AC) astfel
incat {RMC = < xRCM = 15°. Din propozitia 2 obtinem ca triunghiul RPQ
este echilateral.

Din <AMB = ¥AMQ = 45°, BM = MQ, AM = AM rezulti
ANAMB = ANAMQ (L.U.L.) din care obtinem <ABM = XAQM. Astfel
IMAC = <MQ@QR = 30°, din care rezulta ca patrulaterul AMRQ este
inscriptibil si astfel SAQM = SARM = 30°. Reiese <ABC = 30° si
JSBAC = 135°.
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