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ii) (xi, xj) = 1, pentru orice i, j ∈ {1, 2, . . . , n} cu i �= j.
Numerele Hk(n) se obt, in pe baza următoarei relat, ii de recurent,a:

Propozit, ia 3. Avem H2(n) = 2m−1 s, i Hk(n) =
1

k!
·Lk(n)+Hk−1(n),

pentru orice k � 3.
Demonstrat,ie. Fie n = p1p2 . . . pm s, i M = {p1, p2, . . . , pm}. Pentru

a număra reprezentările de forma n = x1 · x2, cu (x1, x2) = 1, alegem
submult,imi A ⊂ M s, i notăm x1 = produsul elementelor din A, iar x2 =
produsul elementelor din M \ A, cu convent, ia că produsul elementelor din
mult, imea vidă este 1. Avem 2m perechi (A,M \ A). Deoarece perechile
(A,M \A) s, i M \A,A) generează aceeas, i reprezentare n = x1 · x2, deducem
că H2(n) =

2m

2
= 2m−1.

Pentru k � 3, putem partit,iona reprezentările lui n ca produs, ı̂n
condit, iile i) s, i ii), ı̂n două clase: reprezentările care nu cont, in factorul 1,

(̂ın număr de
1

k!
·Lk(n), s,i reprezentările care cont, in factorul 1, ı̂n număr de

Hk−1(n). Rezultă

Hk(n) =
1

k!
· Lk(n) +Hk−1(n).
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Pedagogică, Bucures,ti, 1981

PENTRU CERCURILE DE ELEVI
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6. Arătat, i că, dacă A,X ∈ Mn(C), B = AX +XA s,i AB +BA = On,
atunci matricea B este nilpotentă.

Solut,ie. Avem AB2 = (AB)B = −(BA)B = −B(AB) = −B(AB) =
B2A s, i, inductiv, ABn = (−1)nBnA,∀n ∈ N∗. Rezultă că AB2n−1 =

(−1)2n−1B2n−1A = −B2n−1A,∀n ∈ N∗. Cum B2n= B2n−1B= B2n−1(AX+
XA) = B2n−1AX+B2n−1XA = −AB2n−1X+B2n−1XA, rezultă Tr(B2n) =
Tr((B2n−1X)A) − Tr(A(B2n−1X)) = 0, deci Tr((B2)

n
) = 0,∀n ∈ N∗. Din

teorema 4 reiese că matricea B2 este nilpotentă, deci s, i matricea B este
nilpotentă. �

1)Continuare din G.M.-B nr. 1/2024.
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3)Lect. univ. dr., Universitatea Politehnică, Bucures,ti.
4)Profesor, Colegiul Nat, ional Pedagogic ,,D. P. Perpessicius”, Brăila.
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7. Să se determine toate valorile posibile ale numărului natural n � 2
pentru care există două matrice nenule, A,B ∈ Mn (C), astfel ı̂ncât A

2B −
BA2 = A.

Solut,ie. Vom arăta că n � 3.
Egalitatea din enunt, se poate rescrie

[
A2, B

]
= A, de unde reiese că ma-

tricele A2 s, i
[
A2, B

]
comută. Rezultă, grat, ie Lemei lui Jacobson, că matricea[

A2, B
]
= A este nilpotentă, deci An = On.

Dacă n = 2, atunci A2 = O2 s, i egalitatea din ipoteză implică A = O2,
contradict, ie.

Pentru n = 3, matricele A =

⎛
⎝0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞
⎠ s, i B =

⎛
⎝ 0 0 0
−1 0 0
0 1 0

⎞
⎠ verifică

egalitatea din ipoteză.

Pentru n � 3, observăm că matricele cu blocuriX =

(
A O3,n−3

On−3,3 On−3

)
s,i Y =

(
B O3,n−3

On−3,3 On−3

)
verifică egalitatea X2Y − Y X2 = X. �

Rezultatul pe care ı̂l vom stabili ı̂n următoarea problemă ne va fi de
ajutor ı̂n rezolvările Problemelor 9 s, i 10.

8. Fie X,Y ∈ Mn (R) astfel ı̂ncât matricea X este nilpotentă s,i XY =
Y X. Să se arate că det (X + Y ) = detY .

Solut,ie. Vom analiza două cazuri, după cum matricea Y este, sau nu,
inversabilă.

Pentru ı̂nceput, presupunem că Y este matrice inversabilă. Atunci
det (X + Y ) = det

(
XY −1 + In

) · detY . Deoarece matricele X s, i Y comută,

rezultă că s, i matricele X s,i Y −1 comută. Atunci
(
XY −1

)n
= Xn

(
Y −1

)n
=

On, deci s, i matricea XY −1 este nilpotentă. Rezultă că toate valorile proprii
ale acesteia din urmă sunt egale cu 0, deci toate valorile proprii ale matricei
XY −1 + In sunt egale cu 1, as,a că det

(
XY −1 + In

)
= 1, de unde rezultă că

det (X + Y ) = detY .

În continuare, presupunem că matricea Y nu este inversabilă. Însă
matricea Y − εI este inversabilă, cu except, ia unui număr finit de valori ale
numărului real ε. Conform celor stabilite ı̂n cadrul paragrafului anterior,
avem det (X + Y − εI) = det (Y − εI), de unde, trecând la limită pentru
ε → 0, obt, inem det (X + Y ) = detY . �

9. Fie A,B ∈ M3 (R) astfel ı̂ncât A2 + B2 = 2AB. Să se arate că

det (A+B)2 = 8det
(
A2 +B2

)
.

Solut,ie. Vom folosi notat, iile din rezolvarea Problemei 3. Am văzut că
egalitatea din enunt, este echivalentă cu 2Y 2 = [Y,X], unde Y ∈ M3 (R) este



R. Gologan, A. Negrescu, G.-F. S, erban, Cine comută cu comutatorul? 65

o matrice nilpotentă, deci Y 3 = O3. Pe de altă parte, egalitatea de demon-
strat se traduce prin det (2X)2 = 8det

(
2
(
X2 + Y 2

))
, adică det

(
X2
)

=

det
(
X2 + Y 2

)
.

Având ı̂n vedere că Y este o matrice nilpotentă din M3 (R), putem
scrie O3 = 2Y 3 = Y [Y,X] = Y (Y X −XY ) = Y 2X − Y XY = Y 2X −
([Y,X] +XY )Y = Y 2X − (2Y 2 +XY

)
Y = Y 2X − 2Y 3 −XY 2 = Y 2X −

XY 2, ceea ce implică faptul că matricele Y 2 s,i X comută, deci s, i matricele
Y 2 s, i X2 comută. Rezultă, grat, ie celor stabilite ı̂n cadrul Problemei 6, că
det
(
X2 + Y 2

)
= det

(
X2
)
s, i demonstrat,ia este ı̂ncheiată. �

10. Fie A,B ∈ M2 (R) astfel ı̂ncât detA = 0 s, i A2 +3AB +B2 = BA.
Să se arate că Tr (AB) = TrA · TrB.

Solut,ie. Cea de-a doua egalitate din enunt, implică (A+B)2 = 2(BA−
AB) = 2[B,A] = 2((A + B)A − A(A + B)) = 2[A + B,A], de unde rezultă
că matricele A + B s, i [A+B,A] comută, ceea ce implică, grat, ie Lemei lui

Jacobson, că [A+B,A] = 1
2 (A+B)2 este matrice nilpotentă, mai precis,

A + B este matrice nilpotentă. Având ı̂n vedere că A s,i B sunt matrice

pătratice de ordinul al doilea, deducem că (A+B)2 = O2, deci [B,A] = O2,
ceea ce ı̂nseamnă că matricele A s, i B comută. Atunci (A+B) · (−B) =
(−B) · (A+B), de unde rezultă, t,inând seama de cele demonstrate ı̂n cadrul
Problemei 6, că det ((A+B) + (−B)) = det (−B), deci detB = 0, adică s, i
matricea B este singulară.

Notăm a = TrA s, i b = TrB. Conform Teoremei Cayley–Hamilton s, i
celor demonstrate anterior, putem scrie că A2 = aA s, i B2 = bB. Atunci,
luând ı̂n considerare liniaritatea urmei, obt,inem

(Tr (A+B))2 = (a+ b)2 = a2 + 2TrA · TrB + b2.

s,i

Tr((A +B)2) = Tr
(
A2 + 2AB +B2

)
= Tr (aA+ 2AB + bB)

= aTr (A) + 2Tr (AB) + bTr (B) = a2 + 2Tr (AB) + b2.

T, inând seama că matricea A+B este nilpotentă, deducem că
Tr (A+B) = Tr((A+B)2) = 0, deci Tr (AB) = TrA · TrB. �

11. Arătat, i că, dacă A,B ∈ Mn(C) s, i 2(ABA−BAB) = A(A−B)B+
B(A−B)A atunci det(AB −BA) = 0.

George-Florin S, erban

Solut,ie. Fie matricele X = A − B, Y = A + B. Atunci XY = A2 +
AB − BA − B2, Y X = A2 − AB + BA − B2, XY − Y X = 2(AB − BA).
Demonstrăm că (XY − Y X)Y = Y (XY − Y X). Aceasta revine succesiv la
2(AB −BA)(A+B) = 2(A+B)(AB −BA), ABA+AB2 −BA2 −BAB =
A2B −ABA+ BAB − B2A, 2ABA− 2BAB = A2B − AB2 + BA2 − B2A,
2(ABA − BAB) = A(AB − B2) + B(A2 − BA), 2(ABA − BAB) = A(A −
B)B +B(A−B)A – adevărat.
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Aplicăm lema lui Jacobson: din (XY −Y X)Y = Y (XY −Y X) rezultă
că matricea XY − Y X este nilpotentă, adică det(XY − Y X) = det(2(AB −
BA)) = 2n det(AB −BA) = 0 s, i rezultă det(AB −BA) = 0. �

12. Să se demonstreze că dacă A,B ∈ M2(C) s,i AB−BA = B2, atunci
AB = BA.

Solut,ie. Avem B(AB−BA) = (AB−BA)B, deoarece B ·B2 = B2 ·B.
Coform teoremei 8, matricea AB − BA = B2 este nilpotentă. Deoarece B
are ordinul 2, reiese B2 = O2, de unde AB = BA. �

13. Să se demonstreze că, dacăA,B ∈ Mn(C) s, i AB − BA = A + B,
atunci matricea A+B este nilpotentă.

Solut,ie. Fie C = [A,B] = A + B. Atunci [A,C] = AC − CA =
A(A + B) − (A + B)A = A2 + AB − A2 − BA = AB − BA = C, deci
[A,C] = C. Aplicând lema lui Jacobson, rezultă că matricea C = A+Beste
nilpotentă. �

14. Să se demonstreze că, dacă A,B ∈ M2(C), A
2 + 3AB + B2 = BA

s,i detA = 0 atunci Tr(AB) = Tr(A)Tr(B).

Solut,ie. Din A2 + 3AB + B2 = BA rezultă (A+B)2 = A2 + B2 +
AB + BA = 2BA − 2AB. Avem [A + B,A] = (A + B)A − A(A + B) =

A2 + BA − A2 − AB = BA − AB, deci (A+B)2 = 2[B,A] = 2[A + B,A].

As,adar, [A+B,A](A+B) = 1
2(A+B)3 = (A+B)[A+B,A].

Aplicăm lema lui Jacobson s, i rezultă că [A + B,A] nilpotentă, adică

(A+B)2 este nilpotentă. Cum A + B are ordinul 2, rezultă că (A+B)2 =
O2, deci [B,A] = 0, AB = BA, A2 + 2AB + B2 = 0. Aplicăm teorema
Cayley-Hamilton s, i avem (TrA)A+ 2AB + B2 = 0, −B2 = A(I2TrA+ 2B),

det(−B2) = det(A(I2TrA + 2B)), (detB)2 = detA · det(I2TrA + 2B) = 0,

de unde rezultă detB = 0. Cu formula detX = 1
2(TrX)2 − TrX2, ∀X ∈

M2(C) obt, inem 0 = det(A + B) = 1
2(Tr(A+B))2 − Tr(A+B)2 s, i rezultă

(Tr(A+B))2 = Tr(A+B)2, Tr(A+B)2 = 0 = Tr(A2)+2Tr(AB)+TrB2 =

(TrA)2+2Tr(AB)+(TrB)2. Cum (Tr(A+B))2 = (TrA+TrB)2 = (TrA)2+

2TrATrB + (TrB)2, rezultă Tr(AB) = Tr(A) · Tr(B). �

15. Fie matricele A,B ∈ Mn(C) care verifică relat, iile A2B = ABA
s,i 2021AB − 2022BA = 2023In. Demonstrat, i că matricea AB − BA este
nilpotentă.

George-Florin S, erban

Solut,ie. Avem 2022(AB −BA) = AB +2023In s, i rezultă 2022A(AB −
BA) = A2B+2023A, 2022(AB−BA)A = ABA+2023A. Cum A2B = ABA,
rezultă A(AB −BA) = (AB −BA)A. Aplicând lema lui Jacobson, reiese că
matricea AB −BA este nilpotentă. �

16. Fie z ∈ C∗ s, i matricele A,B ∈ Mn(C) care verifică relat, ia AB5 −
B3AB2 = zB. Demonstrat, i că B = On.
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Solut,ie. Observăm că (AB2)B3−B3(AB2) = [AB2, B3] = zB, de unde
[AB2, B3]B3 = zB4 = B3[AB2, B3]. Aplicăm lema lui Jacobson s, i rezultă că
matricea [AB2, B3] = zB este nilpotentă, deci matricea B este nilpotentă.
Fie p = inf{k | Bk = On}. Dacă p � 2, atunci On = ABp+3 − B3ABp =
zBp−1, de unde rezultă Bp−1 = On– fals. Deducem că B = On. �

17. Fie matricele X,Y ∈ Mn(C) care verifică relat, ia 2(Y X − XY ) =
(X + Y )∗. Demonstrat, i că (Y X −XY )2 = On.

Solut,ie. Fie matricele A,B ∈ Mn(C), A = X + Y , B = X − Y . Atunci
AB −BA = (X + Y )(X − Y )− (X − Y )(X + Y ) = 2(Y X −XY ) s, i rezultă

că [A,B] = A∗. Din corolarul 9 avem că (A∗)2 = On = (AB −BA)2 =

4(Y X −XY )2, deci (Y X −XY )2 = On. �

18. Fie matricele X,Y ∈ M2(C), cu proprietatea 2Y 2 = Y X −XY. Să
se arate că Y 2 = O2.

Dan Nedeianu, GM-B nr 11/2011

Solut,ie. Din 2Y 2 = Y X −XY rezultă XY − Y X = [X,Y ] = −2Y 2, de
unde Y [X,Y ] = [X,Y ]Y . Din lema lui Jacobson rezultă că matricea [X,Y ]
este nilpotentă, adică Y este nilpotentă. Cum Y ∈ M2(C), Y

2 = O2. �

19. Fie A,B ∈ M3(C) s, i X = (AB −BA)3. S, tiind că AX = XA, să se
arate că BX = XB.

Mihai Opincariu, GM-B nr 6/2009

Solut,ie. Fie C = [A,B] = AB − BA. Atunci Tr(C) = Tr(AB −
BA) = Tr(AB)−Tr(BA) = 0. Aplicăm teorema lui Cayley-Hamilton: C3 −
(Tr(C))C2+(Tr(C∗))C− (detC)I3 = O3, deci C

3+(Tr(C∗))C− (detC)I3 =
O3. Rezultă AC3 + (Tr(C∗))AC − (detC)A = O3 s,i C3A + (Tr(C∗))CA −
(detC)A = O3. Dar AC3 = C3A s,i −(detC)A = −(detC)A, deci rezultă
(Tr(C∗))AC = (Tr(C∗))CA.

Dacă Tr(C∗) �= 0, atunciAC = CA, adică A[A,B] = [A,B]A, iar din
lema lui Jacobson rezultă că matricea [A,B] = Ceste nilpotentă. Cum C ∈
M3(C), X = C3 = O3, deci BX = B ·O3 = O3 · B = XB = O3.

Dacă Tr(C∗) = 0, atunci X = C3 = (detC)I3 s, i BX = XB =
(detC)B, de unde BX = XB. �

20. Fie A,B ∈ Mn(C) astfel ı̂ncât A − B = AB − BA. Arătat, i că
det(xA + yB + zIn) = det(yA + xB + zIn), pentru orice x, y, z ∈ C cu
x+ y �= 0.

Mihai Opincariu s, i Vasile Pop, GM-B nr. 12/2022

Solut,ie. Notăm C = xA + yB, D = yA + xB. Atunci C − D =
(x − y)(A − B) = (x − y)[A,B]. Avem [zIn − C, zIn − D] = [zIn, zIn] +
[zIn,−D] + [−C, zIn] + [−C,−D] = On + On + On + [C,D] = [C,D]. Apoi
[C,D] = [xA+ yB, yA+ xB] = [xA, yA] + [xA, xB] + [yB, yA] + [yB, xB] =
x2[A,B]− y2[A,B] = (x2 − y2)[A,B].
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Rezultă [zIn−C, zIn−D] = (x+y)(C−D) = (x+y)[(zIn−D)−(zIn−
C)], adică (zIn−C)(zIn−D)− (zIn−D)(zIn−C) = (x+y)(zIn−D)− (x+
y)(zIn−C), deci (zIn−C)(zIn−D)+(x+y)(zIn−C) = (zIn−D)(zIn−C)+
(x+y)(zIn−D), sau (zIn−C)[(x+y+z)In−D] = (zIn−D)[(x+y+z)In−C].
Obt,inem det(zIn −C)[(x+ y+ z)In −D] = det(zIn −D)[(x+ y+ z)In −C],
sau det(zIn−C) det[(x+y+ z)In−D] = det(zIn−D) det[(x+y+ z)In−C].

Notăm p(z) = det(zIn − C), q(z) = det(zIn − D) polinoamele carac-
teristice ale matricelor Cs, i D. Reiese p(z)q(x + y + z) = q(z)p(x + y + z),

de unde
p(z)

q(z)
= r(z) =

p(x+ y + z)

q(x+ y + z)
= r(x + y + z) pentru o infinitate de

valori x, y, z (polinomul q nu poate fi polinomul nul). Rezultă că funct,ia
r(z)este constantă. Cum polinoamele p, q sunt monice, obt,inem r(z) = 1,
adică p(z) = q(z). Rezultă p(−z) = q(−z), det(−zIn −C) = det(−zIn −D),
(−1)n det(zIn+C) = (−1)n det(zIn+D), det(zIn+C) = det(zIn+D), adică
det(xA+ yB + zIn) = det(yA+ xB + zIn). �

Este evident faptul că urma unui comutator este nulă. Fără a avea vreo
pretent, ie că ceea ce urmează are legătură cu ceea ce am prezentat anterior,
propunem cititorilor spre rezolvare ,,reciproca” afirmat,iei precedente.

Temă. Fie X ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât TrX = 0. Să se arate că există
două matrice, A,B ∈ Mn (C), astfel ı̂ncât X = [A,B].

Pauză de fortificare intelectuală. Rezultatul anterior a fost publicat ı̂n

[11] de matematicianul japonezKenjiro Shoda (1902–1977). Acesta l-a demonstrat

pentru matrice pătratice peste un corp de caracteristică zero. Shoda a fost profesor

la Universitatea din Osaka, precum s, i pres,edinte al acesteia ı̂ntre anii 1955 s, i 1961.
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ASPECTE PRIVIND CALCULUL CU MATRICE DE
ORDIN DOI S, I TREI

Dan Popescu1)

Obiectivul acestor considerat, ii este acela de a oferi un suport teoretic
elevilor de liceu interesat, i de studiul proprietăt, ilor matricelor din M2(C) sau
M3(C), legate de operatorul determinant. Vor fi prezentate câteva relat, ii cu
aplicat, ii ı̂n didactica matematică aferentă.

O primă relat, ie utilizată este dată de enunt,ul următor:
Pentru orice matrice A,B ∈ M3(C), notând fA,B(X) = det(A+XB),

are loc relat,ia polinomială ı̂n C[X]

fA,B(X) = det(B)X3 +Tr(AB∗)X2 +Tr(A∗B)X + det(A) (1)

Demonstrat,ie. Polinomul caracteristic al matricei A = (aij)1�i,j�3 ∈
M3(C) este fA(X) = det(A−XI3) = −X3 +Tr(A)X2 −Tr(A∗)X +det(A),

unde Tr(A) =
3∑

i=1
aii este urma matricei A, iar A∗ este adjuncta matricei A.

Atunci det(A+XI3) = X3 + Tr(A)X2 + Tr(A∗)X + det(A), pentru
orice matrice A ∈ M3(C).

Ne propunem explicitarea polinomului fA,B(X) = det(A +XB), unde
A,B ∈ M3(C).

În cazul unei matrice nesingulare B, det(A + XB) = det(AB−1 +
XI3) det(B) = det(B)

(
X3 +Tr(AB−1)X2 +Tr((AB−1)∗)X + det(AB−1)

)
.

Apoi Tr(AB−1) = Tr(A( 1
det(B)B

∗)) = 1
det(B)Tr(AB

∗) s, i Tr((AB−1)∗) =
Tr((B−1)∗A∗) = Tr(( 1

det(B)B
∗)∗A∗) = Tr( 1

det2(B)
(B∗)∗A∗) = 1

det(B)Tr(BA∗)
(deoarece pentru M ∈ M3(C) s,i a ∈ C avem (aM)∗ = a2M∗ s, i (M∗)∗ =
det(M) ·M), deci (1) este demonstrată dacă rang(B) = 3.

Dacă rang(B) = 2 s, i B = (bij)1�i,j�3, există (k, l) ∈ {1, 2, 3} × {1, 2, 3}
astfel ı̂ncât complementul algebric βkl al lui bkl este diferit de 0. Considerăm

matricea C(t) = (cij)1�i,j�3 cu cij =

{
bkl + t pentru (i, j) = (k, l),

bij ı̂n rest
. Atunci

avem det(C(t)) = βklt. Dacă t ∈ C∗, fAC(t)(X) = det(C(t))X3 +Tr(AC∗(t))
·X2+Tr(C(t)A∗)X+det(A). Cum lim

t→0
det(C(t)) = detB s, i lim

t→0
(C∗(t)) = B∗,

aplicând limita pentru t tinzând la zero expresiei fAC(t)(X) deducem (1).

1)Profesor, Colegiul Nat, ional ,,,S, tefan cel Mare” Suceava.


