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În aceast  not  matematic  sunt prezentate, al turi de solut, iile aces-
tora, o serie de probleme ce implic  ideea de ecuat, ii cu derivate, propuse
la concursurile nat, ionale s, i regionale. Accentul este pus pe evitarea folosirii
conceptelor avansate din teoria ecuat, iilor diferent, iale.

Problema 1. (ONM 2012) Determinat
,
i toate funct

,
iile f : [0,∞) →

[0,∞) cu f(0) = 0 s
,
i f ′(x2) = f(x),∀x ⩾ 0.

Prima solut
,
ie. Începem cu substitut, ia x →

√
x. Reiese c  f ′(x) ⩾ 0,

∀x ⩾ 0, deci f este o funct, ie cresc toare. De asemenea, s, i f ′ este o funct, ie
cresc toare.

Fie a = sup{x : f(x) = 0}.
Dac  a ∈ [0,∞), atunci f(x) = 0,∀x ∈ [0, a] s, i f(x) > 0,∀x ∈ (a,∞)

(din continuitatea s, i monotonia funct, iei f). Cu teorema lui Lagrange pe
intervalul [a, a+1], obt, inem c  exist  c ∈ (a, a+1) astfel încât f(a+1) = f ′(c).

Întorcându-ne la relat, ia din enunt, , avem c  f(a + 1) = f(
√
c) s, i, din

faptul c  f este cresc toare, rezult  c  f este constant  pe [
√
c, a+ 1].
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Rezult  c  f ′(x) = 0, ∀ x ∈ [
√
c, a+1]. As,adar, f ′(a+1) = f ′(0) = 0 s, i,

din faptul c  f ′ este cresc toare, obt, inem f ′(x) = 0,∀x ∈ [0, a+ 1] s, i rezult 
c  f ′(c) = 0 s, i f(a+ 1) = 0, ceea ce nu este posibil!

R mâne c  a = ∞, deci f(x) = 0,∀x ⩾ 0. 2

A doua solut
,
ie: Similar începutului primei solut, ii, obt, inem c  f ′ este

cresc toare. Vom ar ta prin induct, ie c  f(n) = 0, ∀n ∈ N. Pentru n = 0,
a�rmat, ia se veri�c .

Din teorema de medie a lui Lagrange pe intervalul [n, n + 1], obt, inem
cn ∈ (n, n+1) astfel încât f(n+1)− f(n) = f ′(cn). Deci f(n+1) = f(

√
cn),

s, i, prin faptul c  f este cresc toare, rezult  c  f este constant  pe [
√
cn, n+1].

Altfel formulat, cea din urm  este f ′(x) = 0, ∀x ∈ [
√
cn, n+ 1].

Prin f ′(n+ 1) = 0, f ′(x) ⩾ 0 s, i f ′ cresc toare, obt, inem f ′(x) = 0,∀x ∈
[0, n+ 1]. În continuare, obt, inem f ′(cn) = 0 s, i, în �nal, f(n+ 1) = 0.

Cum f este cresc toare s, i f(N) = {0}, reiese f(x) = 0,∀x ⩾ 0. 2

A treia solut
,
ie: Ca mai sus, f s, i f ′ sunt cresc toare.

Aplicând teorema lui Lagrange pentru funct, ia f pe [0,1], exist  c ∈
(0, 1) astfel încât f(1) = f ′(c). Atunci f(1) = f(

√
c) s, i, având f cresc toare,

rezult  c  f este constant  pe [
√
c, 1], deci f ′ (x) = 0, ∀x ∈ [

√
c, 1]. Reiese

f (1) = f ′ (1) = 0 s, i, din f cresc toare, rezult  c  f (x) = 0,∀x ∈ [0, 1] .
Având c , pentru oricare x ⩾ 1, x2 ⩾ x s, i f ′ cresc toare, obt, inem c 

f ′(x2) ⩾ f ′(x). Deci f(x) ⩾ f ′(x).
Fie g : [1,∞) → R, g(x) = e−xf (x) . Evident g(x) ⩾ 0,∀x ∈ [1,∞) s, i

g(1) = 0. Funct, ia g este derivabil  s, i g′(x) = e−x (f ′(x)− f (x)) ⩽ 0,∀x ∈
[1,∞), deci g este descresc toare, de unde obt, inem c  g (x) ⩽ g (1) = 0,
∀x ∈ [1,∞) . Deci g (x) = 0, ∀x ∈ [1,∞), as,adar f (x) = 0, ∀x ∈ [1,∞) .

Astfel, singura funct, ie cu propriet t, ile cerute este funct, ia nul . 2

Problema 2.(ONM 2015) G sit
,
i toate funct

,
iile derivabile f : R → R

care satisfac simultan urm toarele:

(1) x ∈ Z ⇒ f ′(x) = 0;
(2) f ′(x) = 0, x ∈ R ⇒ f(x) = 0.

Prima solut
,
ie. Fie f o asemenea funct, ie. Se vede imediat c  ∀x ∈ Z,

f(x) = f ′(x) = 0.
Dac  exist  α ∈ R cu f (α) ̸= 0, �e k = [α]. Pentru c  f este continu ,

exist  m,M ∈ R, m ⩽ M astfel încât f ([k, k + 1]) = [m,M ] .
Dac  f(α) > 0 atunci M > 0 s, i, având f(k) = f(k + 1) = 0, exis-

t  x1 ∈ (k, k + 1) astfel încât M = f (x1) . Aplicând teorema lui Fermat,
urmeaz  c  f ′(x1) = 0, deci f (x1) = 0, adic  M = 0, contradict, ie!

Dac  f(α) < 0, atunci m < 0 s, i, având f(k) = f (k + 1) = 0, exis-
t  x2 ∈ (k, k + 1) astfel încât m = f (x2) . Aplicând teorema lui Fermat,
urmeaz  c  f ′ (x2) = 0 s, i c  f (x2) = 0, de unde m = 0, contradict, ie!



V. Cerbu, N. Gaitan, Ecuat
,
ii diferent

,
iale cu solut

,
ii elementare 603

În �nal, pentru oricare α ∈ R avem c  f(α) = 0, ceea ce înseamn  c  f
este funct, ia nul , care satisface cerint,ele problemei. 2

A doua solut
,
ie. Dac  exist  α ∈ R cu f (α) ̸= 0, atunci exist  o vecin -

tate (u, v) a lui α astfel încât f (x) ̸= 0,∀x ∈ (u, v).
Fie a = sup{x ∈ (−∞, u) | f(x) = 0} s, i b = inf{x ∈ (v,∞) | f(x) = 0}.

Pentru c  f este continu , avem f(a) = f(b) = 0 s, i f(x) ̸= 0, ∀x ∈ (a, b) (1).
Din aplicarea teoremei lui Rolle pentru funct, ia f pe intervalul [a, b],

obt, inem c  exist  c ∈ (a, b) astfel încât f ′(c) = 0. Acest lucru este în contra-
dict, ie cu (1).

În concluzie, ∀α ∈ R, avem f(α) = 0, deci f este funct, ia nul . 2

Problema 3. (Matematica de drag, 2016) Ar tat
,
i c  nu exist  funct

,
ii

bijective f : R → R astfel încât f s  �e o primitiv  a funct
,
iei f ◦ f .

Solut
,
ie. Presupunem c  f ◦ f admite primitiva f . Asta înseamn  c  f

este derivabil  s, i c  f ′(x) = f(f(x)),∀x ∈ R.
Deoarece f este bijectiv , f este injectiv . În plus f este derivabil , deci

are proprietatea lui Darboux. Punând acestea la un loc, obt, inem f este strict
monoton .

Având c  f este derivabil  s, i monoton , înseamn  c  f ′(x) ⩾ 0,∀x ∈ R,
sau f ′(x) ⩽ 0,∀x ∈ R, ceea ce înseamn  c  Im(f ′) ⊂ [0,∞) sau Im(f ′) ⊂
(−∞, 0]. Dar f ′ = f ◦ f care este bijectiv , deci Im(f ′) =Im(f ◦ f) = R,
contradict, ie! 2

Problema 4. (Matematica de drag, 2019) G sit
,
i toate funct

,
iile f :

R → R care admit primitive s
,
i veri�c  relat

,
ia(

xf(x)− 2F (x)
)(
F (x)− x2

)
= 0,∀x ∈ R,

unde F este o primitiv  pentru f .

Solut
,
ie. Fie g : R → R, g(x) = F (x) − x2. Atunci f(x) = F ′(x) =

2x+ g′(x) s, i relat, ia din enunt, devine
(
2x2 + xg′(x)− 2x2 − 2g(x)

)
g(x) = 0,

sau xg′(x)g (x)− 2g2 (x) = 0,∀x ∈ R.
Rezult  c  pentru orice x nenul este adev rat  relat, ia(

g2(x)

x4

)′
=

2g(x)g′(x) · x4 − 4x3g2(x)

x8
=

2x3
(
xg′(x)g(x)− 2g2(x)

)
x8

= 0,

de unde deducem c 
g2(x)

x4
este constant  pe �ecare dintre intervalele (−∞, 0)

s, i (0,∞).
Având g2 continu  în 0, deducem c  exist  a, b ⩾ 0 astfel încât:

g2 (x) =


ax4 , x < 0

0 , x = 0

bx4 , x > 0

.
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Vom ar ta c  g(x) =
√
ax2, ∀x < 0 sau g(x) = −

√
ax2, ∀x < 0. Dac 

a = 0 este evident. Fie a > 0. Atunci funct, ia g nu se anuleaz  pe (−∞, 0),
deci înseamn  c  are semn constant. În �nal, g (x) =

√
ax2, ∀x < 0 sau

g (x) = −
√
ax2, ∀x < 0. Similar pentru (0,∞) obt, inem:

g (x) =


√
ax2 , x < 0

0 , x = 0√
bx2 , x > 0

sau g (x) =


−
√
ax2 , x < 0

0 , x = 0√
bx2 , x > 0

g (x) =


√
ax2 , x < 0

0 , x = 0

−
√
bx2 , x > 0

sau g (x) =


−
√
ax2 , x < 0

0 , x = 0

−
√
bx2 , x > 0

.

Având F (x) = g (x)+x2,∀x ∈ R, s, i 1±
√
a s, i 1±

√
b parcurgând întreaga

mult, ime R atunci când a s, i b parcurg [0,∞), obt, inem c 

F (x) =

{
cx2 , x < 0

dx2 , x ⩾ 0
, deci f (x) =

{
αx , x < 0

βx , x ⩾ 0
, unde α, β ∈ R .

Este us,or de veri�cat c  aceste funct, ii îndeplinesc cerint,ele. 2

Problema 5. (ONM 2015) G sit
,
i toate funct

,
iile f : [0,∞) → R care

au primitive s
,
i satisfac condit

,
iile:

i) f este cresc toare;

ii) F (x+ y) ⩽ F (x) + F (y) , ∀x, y ∈ [0,∞), unde F este primitiva

funct
,
iei f care are proprietatea F (0) = 0.

Solut
,
ie. Punând x = y > 0 avem c  F (2x) ⩽ 2F (x), de unde F (2x) −

F (x) ⩽ F (x).
Din teorema lui Lagrange urmeaz  c  exist  cx ∈ (x, 2x) astfel încât

xf(cx) = F (2x) − F (x) ⩽ F (x). Pentru c  f este cresc toare, avem f(x) ⩽

f(cx), deci xf(x) ⩽ F (x). Reiese
xf(x)− F (x)

x2
⩽ 0, sau

(F (x)

x

)′
⩽ 0,

∀x ∈ (0,∞) s, i rezult  c  funct, ia
F (x)

x
este descresc toare.

Cum f este cresc toare, funct, ia F este convex , iar din F (0) = 0

obt, inem c  funct, ia
F (x)

x
este cresc toare pe (0,∞). Ca atare,

F (x)

x
este

constant  pe (0,∞).

Având
F (x)

x
= k obt, inem F (x) = kx, deci f(x) = k, ∀x ∈ (0,∞). Cum

f este primitivabil , rezult  c  f are proprietatea lui Darboux, deci f(x) = k,
∀x ∈ [0,∞). 2

Problema 6. (SHL ONM 2019) Fie n un num r natural nenul. G sit
,
i

toate funct
,
iile f : [0,∞] → R care sunt de n ori derivabile, care au derivata
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de ordin n m rginit  inferior s
,
i

x

∫ x+1

x
f(t)dt =

∫ x

0
f(t)dt,∀x ⩾ 0.

Solut
,
ie. Fie funct, ia F : [0,∞) → R, F (x) =

∫ x

0
f(t)dt. Cum funct, ia f

este continu , rezult  c  F este derivabil  s, i F ′(x) = f(x), ∀x ∈ [0,∞).
Având funct, ia f de n ori derivabil , funct, ia F este de n+1 ori derivabil 

s, i F (n+1)(x) = f (n)(x).
Pentru x ∈ (0,∞), relat, ia din enunt, devine

x(F (x+ 1)− F (x)) = F (x) ⇐⇒ F (x+ 1)

x+ 1
=

F (x)

x
⇐⇒ g(x+ 1) = g(x),

unde g : (0,∞) → R, g(x) =
F (x)

x
. Este clar c  g este de n+1 ori derivabil 

s, i periodic , cu perioada 1. Folosind formula lui Leibnitz de derivare, din
F (x) = xg(x) obt, inem

f (n)(x) = F (n+1)(x) =

n+1∑
i=0

Ci
n+1x

(i)g(n+1−i)(x) = xg(n+1)(x)+(n+1)g(n)(x).

Fie x0 ∈ (0,∞) s, i k ∈ N. Funct, iile g(n) s, i g(n+1) �ind periodice cu
perioada 1, avem

f (n)(x0 + k) = (x0 + k)g(n+1)(x0 + k) + ng(n)(x0 + k) =

= (x0 + k)g(n+1)(x0) + ng(n)(x0). (1)

Din enunt,ul problemei, derivata de ordin n a funct, iei f este m rginit  infe-
rior, deci exist  a ∈ R astfel încât f (n)(x) ⩾ a,∀x ∈ (0,∞). Din (1) avem
c  (x0 + k)g(n+1)(x0) + ng(n)(x0) ⩾ a. Prin împ rt, ire la x0 + k avem c 

g(n+1)(x0) +
ng(n)(x0)

x0 + k
⩾

a

x0 + k
, ∀k ∈ N. Trecând la limit  cu k → ∞

rezult  c  g(n+1)(x0) ⩾ 0.
Având x0 ales în mod arbitrar, deducem c  g(n+1)(x) ⩾ 0,∀x ∈ (0,∞),

deci funct, ia g(n) este cresc toare. Luând în considerare faptul c  o funct, ie
care este periodic  s, i monoton  este constant , rezult  c  funct, ia g(n) este
constant , deci g este o funct, ie polinomial .

Dac  grad(g) ⩾ 1, funct, ia g nu este constant  s, i este periodic , deci
aceasta nu are limit  la +∞. Dar grad(g) ⩾ 1 implic  c  lim

x→∞
g(x) = ±∞,

ceea ce este o contradict, ie! Astfel, obt, inem c  grad(g) < 1, ceea ce înseamn 
c  exist  c ∈ R astfel încât g(x) = c,∀x ∈ (0,∞). Urmeaz  c  F (x) = cx s, i
f(x) = F ′(x) = c,∀x ∈ (0,∞). Având f continu  în 0, rezult  c  f(x) = c,
∀x ∈ [0,∞).

Este simplu de veri�cat c  toate funct, iile constante îndeplinesc cerint,ele.
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