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In aceastid notd matematici sunt prezentate, alituri de solutiile aces-
tora, o serie de probleme ce implicd ideea de ecuatii cu derivate, propuse
la concursurile nationale si regionale. Accentul este pus pe evitarea folosirii
conceptelor avansate din teoria ecuatiilor diferentiale.

Problema 1. (ONM 2012) Determinati toate functiile f : [0,00) —
[0,00) cu f(0) =0 gi f'(a?) = f(x),Vz > 0.

Prima solutie. Incepem cu substitutia 2 — /. Reiese ca f'(z) > 0,
Vz > 0, deci f este o functie crescatoare. De asemenea, si f/ este o functie
crescatoare.

Fie a = sup{x : f(z) = 0}.

Daca a € [0,00), atunci f(z) = 0,Vz € [0,a] si f(z) > 0,Vz € (a,00)
(din continuitatea si monotonia functiei f). Cu teorema lui Lagrange pe
intervalul [a, a+1], obtinem c& exista ¢ € (a,a+1) astfel incat f(a+1) = f/(c).

Intorcandu-ne la relatia din enunt, avem ca f(a + 1) = f(y/¢) si, din

3

faptul ca f este crescitoare, rezultd cd f este constantd pe [\/c,a + 1].
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Rezulta ca f'(x) =0,V z € [\/c,a+1]. Asadar, f'(a+1) = f'(0) = 0 si,
din faptul ca f’ este crescatoare, obtinem f'(x) = 0,Vz € [0,a + 1] si rezulta
ca f'(¢) =0si f(a+ 1) =0, ceea ce nu este posibil!

Ramane cd a = oo, deci f(x) =0,Vx > 0. O

A doua solutie: Similar inceputului primei solutii, obtinem cd f’ este
crescitoare. Vom arata prin inductie ca f(n) = 0,Vn € N. Pentru n = 0,
afirmatia se verifica.

Din teorema de medie a lui Lagrange pe intervalul [n,n + 1], obtinem
cn € (n,n+1) astfel incat f(n+1)— f(n) = f'(cn). Deci f(n+1) = f(\/cn),
si, prin faptul ca f este crescédtoare, rezulta ca f este constanta pe [y/cp, n+1].
Altfel formulat, cea din urma este f'(z) = 0,Vx € [\/cy,n + 1].

Prin f'(n+1) =0, f'(z) > 0 i f crescitoare, obtinem f'(z) = 0,Vx €
[0,n + 1]. In continuare, obtinem f’(c,) = 0 si, in final, f(n + 1) = 0.

Cum f este crescatoare si f(N) = {0}, reiese f(z) =0,Vz > 0. O

A treia solutie: Ca mai sus, f si f' sunt crescitoare.

Aplicand teorema lui Lagrange pentru functia f pe [0,1], existd ¢ €
(0,1) astfel incat f(1) = f'(¢). Atunci f(1) = f(y/c) si, avand [ crescitoare,
rezultd ci f este constanta pe [v/c, 1], deci f'(x) = 0,Vz € [/c,1]. Reiese
f(1)=f"(1) =0si, din f crescatoare, rezulta ca f (x) = 0,Vz € [0,1].

Avand ci, pentru oricare x > 1, 22 > « si f' cresciitoare, obtinem ca
F(3%) > f/(x). Deci f(z) > f'(x).

Fie g : [1,00) = R, g(z) = e *f (z). Evident g(x) > 0,Vz € [1,00) s
g(1) = 0. Functia g este derivabila si ¢'(z) = e (f'(x) — f (x)) < 0,Vz €
[1,00), deci g este descrescatoare, de unde obtinem cd g (z) < ¢(1) =
Vz € [1,00). Deci g () =0, Vz € [1,00), agadar f (z) =0, Va € [1,00)

Astfel, singura functie cu proprietatile cerute este functia nula. O

Problema 2.(ONM 2015) Gasiti toate functiile derivabile f : R — R
care satisfac stmultan urmdtoarele:

(WzeZ= f'(x)=0;

(2) f(x) =0,z e R= f(x)=0.

Prima solufie. Fie f o asemenea functie. Se vede imediat ca Vx € Z,
f@) = ') = 0.

Dacd existd o € R cu f («) # 0, fie k = [o]. Pentru cd f este continui,
exista m, M € R, m < M astfel incat f ([k, k + 1]) = [m, M].

Daca f(a) > 0 atunci M > 0 si, avand f(k) = f(k+ 1) = 0, exis-
td 1 € (k,k + 1) astfel incat M = f(x1). Aplicand teorema lui Fermat,
urmeaza ca f'(z1) =0, deci f (1) = 0, adica M = 0, contradictie!

Daca f(a) < 0, atunci m < 0 si, avand f(k) = f(k+1) = 0, exis-
td x9 € (k,k+1) astfel incit m = f(z2). AplicAnd teorema lui Fermat,
urmeaza ¢ f'(zg) = 0si cd f (z2) = 0, de unde m = 0, contradictie!
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In final, pentru oricare o € R avem cd f(«) = 0, ceea ce inseamna ca f
este functia nula, care satisface cerintele problemei. O

A doua solutie. Daca existd a € R cu f (a) # 0, atunci existd o vecina-
tate (u,v) a lui « astfel incat f (z) # 0,Vz € (u,v).

Fie a = sup{z € (—oo,u) | f(z) =0} si b =inf{z € (v,00) | f(x) = 0}.
Pentru cad f este continua, avem f(a) = f(b) =0si f(z) # 0,Vz € (a,b) (1).

Din aplicarea teoremei lui Rolle pentru functia f pe intervalul [a, b],
obtinem ci exista ¢ € (a,b) astfel incat f’(c) = 0. Acest lucru este in contra-
dictie cu (1).

In concluzie, Va € R, avem f(a) = 0, deci f este functia nula. O

Problema 3. (Matematica de drag, 2016) Ardtali cd nu existd functii
bijective f : R — R astfel incat f sd fie o primitiva a functiei f o f.

Solutie. Presupunem ca f o f admite primitiva f. Asta inseamna ca f
este derivabild si cad f'(z) = f(f(x)),Vz € R.

Deoarece f este bijectivd, f este injectivi. In plus f este derivabild, deci
are proprietatea lui Darboux. Punand acestea la un loc, obtinem f este strict
monotona.

Avand ca f este derivabild si monotona, inseamna ca f/'(z) > 0,Vx € R,
sau f'(z) < 0,Vx € R, ceea ce inseamnd ca Im(f’) C [0,00) sau Im(f’) C
(—00,0]. Dar f' = f o f care este bijectiva, deci Im(f") =Im(fo f) = R
contradictie! O

Problema 4. (Matematica de drag, 2019) Gasifi toate functiile f :
R — R care admit primitive si verifica relatia
(zf(z) — 2F(2)) (F(z) — 1:2) =0,Vx € R,
unde F' este o primitivd pentru f.

Solutie. Fie g : R — R, g(x) = F(x) — 2%, Atunci f(x) ( ) =

2z + ¢'(x) si relatia din enung devine (227 + zg¢'(z) — 222 — 2g(z))g(z
sau zg'(z)g (z) — 2¢% (x) = 0,Vx € R.
Rezulta ca pentru orice x nenul este adevarata relatia
g% (z) ! _ 2g(x)d (x) - ot — 423g%(2) _ 213 (xg’(:x)g(m) — 292(35)) 0
x4 B a8 B a8 -

2

de unde deducem c 2 este constantd pe fiecare dintre intervalele (—oo, 0)

si (0,00).
Avand ¢? continui in 0, deducem ci exista a,b > 0 astfel incat:

T
.CC4

ar* | <0
g*(x) =40 ,z=0.
bzt x>0
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Vom arita ca g(r) = vaz?, Vo < 0 sau g(z) = —v/az?, Vo < 0. Daca
a = 0 este evident. Fie a > 0. Atunci functia g nu se anuleaza pe (—o0,0),
deci inseamnd cd are semn constant. In final, g (z) = y/az? Vz < 0 sau
g (r) = —y/ax? Vz < 0. Similar pentru (0, 00) obtinem:

Var? [z <0 —Vaz? <0
g(x)y=<¢0 , =0 sau g(r) =10 ,x=0
Vba? ,x >0 Vba? , x>0
Var? <0 —Vaz? <0
g(x)=40 ,x =0 sau g(x) =40 ,x=0.
—Vba? , x>0 —Vba? ,x >0

Avand F(z) = g (z)+2% Vo € R, si 1£+/a si 14/ parcurgand intreaga
multime R atunci cand a si b parcurg [0, 00), obtinem ca

cx? ,x<0 ) ar ,r <0
F(m):{dacz x>07deC1f($)= B CIj)(),undea,BG]R.

Este usor de verificat ca aceste functii indeplinesc cerintele. O

Problema 5. (ONM 2015) Gasiti toate functiile f : [0,00) — R care
au primitive si satisfac conditiile:

1) f este crescdtoare;

i) F(x+y) < F(z)+ F(y),Vz,y € [0,00), unde F este primitiva
functiei f care are proprietatea F(0) = 0.

Solufie. Punand z = y > 0 avem ci F(2x) < 2F(x), de unde F(2z) —
F(z) < F(z).

Din teorema lui Lagrange urmeazi ca existd ¢, € (x,2z) astfel incat
xf(cy) = F(2x) — F(x) < F(x). Pentru ca f este crescitoare, avem f(x) <

f(es), deci zf(z) < F(z). Reiese W < 0, sau (F§396)>/ < 0,

T
Cum f este crescitoare, functia F este convexd, iar din F(0) = 0

Vz € (0,00) si rezulta ca functia este descrescatoare.

F F
obtinem ca functia ﬂ este crescitoare pe (0,00). Ca atare, (z) este
T
constanta pe (0, 00).
F
Avand Flz) = k obtinem F(z) = kz, deci f(x) =k, Vo € (0,00). Cum

x
f este primitivabila, rezulta cd f are proprietatea lui Darboux, deci f(x) = k,
Vz € ]0,00). O

Problema 6. (SHL ONM 2019) Fie n un numdar natural nenul. Gasiti
toate functiile f : [0,00] — R care sunt de n ori derivabile, care au derivata
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de ordin n marginita inferior si

x/xIH f(t)dt = /Oxf(t)dt,Vx > 0.

Solutie. Fie functia F : [0,00) = R, F(z) = / f(t)dt. Cum functia f
este continud, rezultd ca F este derivabila si F'(x) = f(z), Vz € [0, 00).

Avand functia f de n ori derivabila, functia F' este de n+1 ori derivabila
i FOD(z) = £09(z),

Pentru = € (0, 00), relatia din enunt devine
Flz+1 F(x
z(F(x+1)—F(z)) = F(z) < 3<U+1 ) _ J(U ) — gz +1) =g(x),
F(z)
x

si periodicd, cu perioada 1. Folosind formula lui Leibnitz de derivare, din
F(z) = xzg(x) obtinem

unde g : (0,00) = R, g(z) = . Este clar ca g este de n+ 1 ori derivabila

n+1
F (@) = FO (@) =Y ChqaWgm 0 (2) = ag" ) (@) + (n 4 1)9™ ().
=0

Fie 29 € (0,00) si k € N. Functiile g™ si g™+ fiind periodice cu
perioada 1, avem

F (2o + k) = (w0 + k) g™V (20 + k) + ng™ (x0 + k) =

= (z0 + k)" (wo) + ng™ (o). (1)
Din enuntul problemei, derivata de ordin n a functiei f este marginita infe-
rior, deci existd a € R astfel incat f(z) > a,Vz € (0,00). Din (1) avem
ca (zo + k)g™ Y (x0) + ng™(z¢) > a. Prin impartire la zo + k avem ca

(n)
gt (z0) + ni _‘EH;:) > a Vk € N. Trecand la limita cu k& — o0
0

xo+k’
rezulta ca g+ (z0) > 0.

Avand xg ales in mod arbitrar, deducem ca ¢t (z) > 0,Vzx € (0,00),
deci functia g™ este crescatoare. Luand in considerare faptul ca o functie
care este periodicd si monotond este constanta, rezulta ca functia g(”) este
constanta, deci g este o functie polinomiala.

Daca grad(g) > 1, functia g nu este constanta si este periodica, deci
aceasta nu are limitd la +oo. Dar grad(g) > 1 implicd ca xlggo g(x) = £oo,

ceea ce este o contradictie! Astfel, obtinem c& grad(g) < 1, ceea ce inseamna
cad existd ¢ € R astfel incat g(x) = ¢, Vo € (0,00). Urmeaza ca F(z) = cz si
f(z) = F'(z) = ¢,Vx € (0,00). Avand f continud in 0, rezulta ca f(z) = ¢,
vV € ]0,00).

Este simplu de verificat ca toate functiile constante indeplinesc cerintele.
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