PUNCTE LATICIALE, TEOREMA LUI PICK $I
TEOREMA LUI MINKOWSKI

LUCIAN-GEORGES LADUNCAD

In aceasts lectie prezentam doua teoreme si mai multe aplicatii ale lor,
legate de puncte laticiale. Demonstratii foarte clare ale lor se gasesc in [3]
sau [9].

Consideram planul euclidian raportat la un sistem ortogonal de axe.

Definitie. Un punct P(a,b) din planul euclidian este laticial daca
a,beZ.

Teorema. (Pick, 1899) Fie P un poligon in plan cu toate varfurile
puncte laticeale. Daca poligonul are f puncte laticiale pe laturi (inclusiv
varfurile) si i puncte laticiale in interiorul sdu, atunci

Aria(P) =i+ g -1

Teorema. (Hermann Minkowski) Dacd un poligon conver simetric fata
de centrul sau (care este punct laticeal) nu mai contine in interiorul sau alte
puncte laticeale, atunci aria sa este < 4 (ca unitate de arie se considerd aria
unui patrat unitate al retelei).

Observatii. 1. Din teorema lui Minkowski rezulta ca orice poligon
convex, simetric fata de centru, de arie > 4 si cu centrul intr-un nod al
retelei de patrate, contine in interiorul sau noduri ale retelei diferite de centru
(datorita simetriei centrale, in afara de centru, el mai contine cel putin inca
doua noduri ale retelei simetrice fata de centru).

1)Profesor, Liceul Teoretic de Informatica ,,Gr. Moisil“, Iasi.
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2. In enuntul teoremei lui Minkowski, putem Inlocui poligonul convex
cu o multime S C R?, convexa, mirginiti, inchisa si simetrica fata de origine.
In rest la fel, daca aria S > 4 atunci S mai contine inca un punct laticeal.

Aplicatii

1. Aflati aria poligoanelor de mai jos folosind teorema lui Pick.

Aria pentagonului = 36—1—174—1 = 42. Aria poligonului ,broscuta” este
94 L —1 =2 (verificati)
2. Triunghiul ABC este ascutitunghic si are toate varfurile puncte
laticiale. Demonstrati ca suprafata [ABC] contine cel putin un punct laticial.
Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca i = 0. Deoarece f = 3,
aplicand teorema lui Pick, Aspc = i + % —-1= % Pe de alta parte, din
formula lui Heron gasim

1
Aape = Vplp—ap—Bp—c) = 12> 122 = a2
Asadar —a* — b* — ¢* + 2a%b% + 2a%c? + 2b%c? = 4, de unde
a - (P4 —a®)+b? - (P +a? =)+ (a® + 02— ) =4
—————

>0 >0 >0

Deoarece varfurile AABC sunt puncte laticiale, a2, b, ¢ € N*. Asadar,
doua din cele trei produse sunt 1 si cel de-al treilea este 2. Atunci, de exemplu,
a?-(B®+ct—a?) =1, (P+a®—v*) =1, 2 (a®> +b* — %) = 2, contradictie
(din primele doua relatii ale sistemului avem a? = b* = 1 = ¢?, in contradictie
cu ultima ecuatie a sistemului).

3. i) Sa se arate ca nu exista nici un triunghi echilateral cu toate var-
furile puncte laticeale.

ii) Sa se arate ca nu exista nici un poligon regulat cu 2004 laturi, avand
toate varfurile puncte laticeale.

Solutie. 1) Presupunem ca ar exista un AABC echilateral cu toate
varfurile puncte laticeale. Din formula lui Pick deducem ca Aapc € Q.

Dar Aapc = 5Y3 = 3 = #4pc ¢ Q, fals (evident 1> = dist?(A, B) =
(yp —ya)’ + (x5 —2a)’ € 2).
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ii) Presupunem ca ar exista un poligon regulat Ay AsAs... Aggps cu
toate varfurile puncte laticeale. Din teorema lui Pick avem ca aria sa este
numar rational. Pe de alta parte, apotema poligonului este h = m

si de aici aria A, 4,45, Asoos = m - 2004, de unde tg(m/2004) € Q,
contradictie (daca tg(m/2004) € Q atunci si tg 668 - (7/2004) = tg(n/3) =

V3 € Q, fals).

4. Demonstrati ca toate patrulaterele convexe de arie 1, cu varfurile
puncte laticeale, sunt paralelograme.

Solutie: Fie ABC'D un patrulater convex de arie 1 cu varfurile A, B,
C, D laticeale.

Aapep = Aape + Aacp = % + % = 1 (daca un triunghi are varfurile
puncte laticeale atunci din teorema lui Pick deducem ca aria triunghiului este
cel putin 3).

Deoarece Apapcp = 1 deducem cad Appo = % = Aapc. Analog Aapp =
Apcp = % Asadar Axpc = Appc, de unde AB || CD.

Analog AD || BC. Deducem astfel cd ABCD este paralelogram.

5. Intr-o gradina rotunda de raza 50, copacii sunt asezati in nodurile
retelei de patrate de laturd 1. In centrul gradinii se afli un chiosc O.

Atat timp cat copacii raman destul de subtiri (se

AT T considera ca sunt rotunzi si de aceeasi grosime), ei nu

/ L] \ acopera vederea din chiosc (adica exista raze duse din

centrul gradinii care nu intalnesc nici un copac). Cand

[otes 6 . insa copacii vor creste, ei vor obtura total vederea din

H‘\: .. .....1) chiosc. Demonstrati ci, atat timp cit raza copacului

....... . s v ~ 1 . .
\ _____ / este mail mica decat 501 vederea din chiosc nu va

fi acoperita. Insd, dacd aceastd razi creste peste 5—10,
vederea din chiosc va fi complet acoperita.

Solutie. Mai Intai demonstram ca in cazul In care raza p a tuturor
copacilor este mai mare decat 5—10, atunci vederea din centrul gradinii este total
obturata. Ducem un diametru oarecare din centrul gradinii si vom arata ca
un observator din chiosc nu vede capatul gradinii nici in directia OM, nici in
directia ON. Construim dreptunghiul ABC'D ca in desenul de mai jos (C'D
si AB sunt tangentele la cerc dusein M si N, MD = MC = NA= NB = p).
Avem Aapcp = AB-MN = 2p-100 > 2 - % - 100 = 4. Din teorema lui
Minkowski rezulta ca in interiorul dreptunghiului ABC'D exista doi copaci
simetrici fata de O. Copacii de raza p, care cresc in aceste puncte P si @
vor intersecta razele OM si ON. De aici rezulta ca un observator din centrul
gradinii va avea vederea obturata si in directia OM si in directia ON (vezi
desenul (a)).



L. LADUNCA, PUNCTE LATICIALE, TEOREMA LUI PICK, TEOREMA LUI MINKOWSKI 67

1
V2501
adica vederea din centrul gradinii nu este obturata. Consideram desenul (b).

OT este o dreapta din reteaua de patrate care trece prin centrul gradinii,
TU este tangenta la cerc de lungime 1. Evident U este un varf al retelei
de patrate, iar in interiorul lui OU nu va fi situat nici un varf al retelei
OU = /502 + 12 = 1/2501. Consideram S un varf al retelei de patrate din
interiorul gradinii, cel mai apropiat de U.
Din formula lui Pick, Aops =i+% 1>

= Y30 - dist(S,00) , deci dist(S, 0U) > k.

copac de raza p < 2{501 care creste in S nu intersecteaza raza OU. Astfel,

Demonstram acum ca in cazul p < , vor exista fasii de lumina,

OU -dist(S,0U)
2

Asadar, deducem ca acel

% Dar, Apys =

directia OU nu este obturata de niciun copac.

6. a) Fie A(3,6); B(1,0) si O(0,0). Aratati ca in interiorul AAOB
exista un singur punct laticeal P.

y _ . < AP
Notam AP N OB = {E}. Demonstrati ca 55 = 5.

b) In planul XOY fie T multimea tuturor triunghiurilor cu varfurile
laticeale, care contin in interior exact un punct laticeal. Consideram un A
arbitrar din 7 cu varfurile A, B, C' si P unicul punct laticeal interior. Fie E

AP
intersectia dreptelor AP si BC. Sa se afle max
’ ’ AABCeT PE’
Solutie. a) Pe de o parte, Aapc = %(AOB) = 3. Pe de alta

parte, din teorema lui Pick avem A pc = @ + % —1=1 —|— 5 -1 =i+ 2
Asadar ¢ = 1, adica avem un singur punct laticeal P in interiorul AAOB.

Deducem usor P(1,1); E(%,O) si ﬁ =5.

b) Fie AABC din 7. Notam cu M, N, L
mijloacele laturilor AB, BC' si AC.

Unicul punct laticeal P nu se poate afla in inte-
riorul AAML (daca, prin absurd, P € int AAML,
considerand omotetia de centru A si raport 2 am
obtine ca imaginea lui P prin aceasta omotetie ar fi
Inca un punct laticeal in interiorul AABC'). Analog
P nu este 1n interiorul ABM N, nici in interiorul
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ACNL. Deci P se afla in interiorul sau pe laturile AMNL (mai putin in
varfuri). Consideram pe segmentele M N si LN doua puncte D, F' astfel
incat L = L& =2 Avem DF || ML || BC.

De asemenea P este pe laturile sau in interiorul trapezului M LFD
(daca, prin absurd, P € int DNF, considerand omotetia de centru N si
raport 3 deducem ca imaginea punctului P prin aceasta omotetie, sa zicem
punctul R ar fi tot laticeal. Aceasta deoarece din ]VE = 3NP = zp =
LRAZIN o yp = YREHN - De aici ap = 3zp — (2p + xc) € L i yp =
3yp — (yB tyc) € Z).

Deoarece distanta de la A la DF' este de 5 ori mai mare decat distanta
dintre dreptele paralele DF si BC, rezulta ca raportul cerut % < 5. Valoa-
rea maxima este 5 si aceasta valoare se poate atinge efectiv (vezi a)).

7. Pentru fiecare n € N* existd in planul euclidian un cerc ce contine
in interiorul sau exact n puncte laticeale (Steinhaus-Sierpinski).

Solutie. Fie punctul C'(v/2,1). Demonstram mai intai ca dacid M (a,b)
si P(u,v) sunt douad puncte laticeale din plan situate la aceeasi distanta fata
de punctul C' atunci M = P. Fie asadar dist(M,C) = dist(P,C). Atunci

Via=v2)? + (-1 = /(u—v2)’ + (v - )% deci a? —2av/2+ 2412 —

%b+%:u2_2u\/§+2+v2—%”+%,deunde

V2(2u—2a) =u® —a® + 0> — b + 2(b—v)
a,b,u,v € Z

Reiese 2u = 2a si u> +v? —a® — b + 2(b—v) = 0, adicd a = u si
v2—b%—2(v—b)=0,sauinci a=usi (v—>b)(v+b—2) =0.

Deoarece b,v € Z obtinem ca b = v. Asadar M = P.

Tinand cont de ceea ce am demonstrat mai sus, deducem ca punctele
laticeale din plan se pot ordona in functie de distantele lor pana la C (\/§ , %)
Fie astfel M punctul laticeal a carui distanta d; pana la C(\/i, %) este cea
mai mica, My urmatorul situat la distanta do > di, s.a.m.d. Obtinem astfel
sirul de puncte My, My, Ms, ..., M,, ... situate la distantele di < dy < d3 <
. <dp < ... fatd de C(V2, %) Luam asadar cercul cu centrul C'(v/2, %) si
raza dn1. Acest cerc contine in interior exact n puncte laticeale.

8. Notam cu n(r) numarul de puncte cu coordonate intregi pe un cerc
de raza r > 1. Demonstrati ca n(r) < 6v7r2,

Solutie. Presupunem ca pe cercul de raza r > 1 se afla n puncte lati-
ceale. Demonstram ci n < 6v7r2. Daci n < 8 inegalitatea este evidenta
deoarece 8 < 6v/7r2. Putem presupune asadar ca n > 9 si fie P, P, P,

.., P, punctele laticeale de pe cerc dispuse, de exemplu, in sensul deplasarii
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acelor de ceasornic. Deoarece ]/31?3 + 1/32?4 + ...—H{n:Pl +P/n—]}2 = 4, cel
putin unul dintre arcele @2 are masura cel mult are masura cel mult 47 /n.
Fara restrangerea generalitatii presupunem ca acest arc este ]/31?3. Daca
avem un triunghi ABC inscris in arcul de unghi 4—7T, aria AABC' este maxima
daca A si C sunt capetele arcului si B este mij?ocul arcului, m(xCAB) =

2
m(<ACB) = % si m(XABC) =1 — %

2
2r sin EQT sin EQT sin (7T — —7T>

abe n n n 9 . W . W . 27
Appc = — = = 2r©sin — sin — sin —
4r 4r n n n
G2 Andr?
<rt——— = 3
nnn n

(am utilizat sinz < z, Va > 0).
432
n3

In cazul nostru, avem Ap, p,p, < . Pe de altd parte, Ap p,p, > 3

(utilizand teorema lui Pick). Deci

1 4m3r? 3 3 9 3 3
5 < g =nt <’ = n < 21V7r2 < 6Vmr2.
9. Demonstrati ca pentru orice numar real a si orice numar natural
nenul n exista numerele intregi p, ¢, cu g > 0, astfel incat |a — B‘ < i
Solutie: Consideram multimea ! "
S = {(m,y) ERXxR=R?||az —y| <%§i || <n}.

1 1 1
Identificam multimea S: jaz —y| < — = av — — < y < ar + —, deci §
n n n

este un paralelogram delimitat de dreptele © = n, x = —n, y = ax — % si
Yy =ax + % Aria acestui paralelogram este n - % = 4 deci, conform teoremei
lui Minkovski, exista un punct laticeal L(q,p), diferit de origine, situat in
interiorul lui S. Putem presupune ¢ > 0, datorita simetriei centrale a lui S.

Avem |ag — p| < %, de unde ‘a— g < niq.

Propunem spre rezolvare urmatoarele probleme:

1) Demonstrati ca patratele sunt singurele poligoane regulate care au

toate varfurile in nodurile unei retele laticeale.

2) Sa se demonstreze ca pe cercul ce trece prin punctele (0,0); (0,1978);
(1978,0) si (1978,1978) nu exista alt punct care sa aiba ambele coordonate
intregi (laticeal). (O.I.M. 1978)

3) Aratati ca exista un cerc pe a carui circumferinta se afla exact n
puncte laticeale, Vn € N. Mai precis, daca n = 2k + 1, k£ € N, atunci pe
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1

cercul cu centrul in (%, 0) si raza 3 - 5% se afld exact n puncte laticeale. Daca

n = 2k, k € N, atunci pe cercul de centru (%, O) si raza % -V/5k—1 sunt exact
n puncte laticeale. (A. Schinzel)

1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]
[7]
0
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