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Aplicat, ia 8. Presupunem că x0 ∈ (0, π) s, i pentru n � 1 definim s,irul

xn = 1
n

n−1∑
k=0

sinxk. Calculat, i lim
n→∞

xn
√
lnn.

Solut,ie. Definim funct,ia f : [0, π] → R, f(x) = sinx, care satisface

condit, iile propozit,iei 3. Întrucât xn = 1
n

n−1∑
k=0

f(xk), n � 1, pentru k = 2

obt, inem lim
n→∞

xn
√
lnn =

√
− 3

f ′′′(0) =
√
3.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

PUNCTE LATICIALE, TEOREMA LUI PICK S, I
TEOREMA LUI MINKOWSKI

Lucian-Georges Lăduncă1)

În această lect, ie prezentăm două teoreme s,i mai multe aplicat, ii ale lor,
legate de puncte laticiale. Demonstrat, ii foarte clare ale lor se găsesc ı̂n [3]
sau [9].

Considerăm planul euclidian raportat la un sistem ortogonal de axe.
Definit, ie. Un punct P (a, b) din planul euclidian este laticial dacă

a, b ∈ Z.

Teoremă. (Pick, 1899) Fie P un poligon ı̂n plan cu toate vârfurile
puncte laticeale. Dacă poligonul are f puncte laticiale pe laturi (inclusiv
vârfurile) s,i i puncte laticiale ı̂n interiorul său, atunci

Aria(P ) = i+
f

2
− 1.

Teoremă. (Hermann Minkowski) Dacă un poligon convex simetric fat,ă
de centrul său (care este punct laticeal) nu mai cont,ine ı̂n interiorul său alte
puncte laticeale, atunci aria sa este < 4 (ca unitate de arie se consideră aria
unui pătrat unitate al ret,elei).

Observat, ii. 1. Din teorema lui Minkowski rezultă că orice poligon
convex, simetric fat, ă de centru, de arie � 4 s, i cu centrul ı̂ntr-un nod al
ret,elei de pătrate, cont, ine ı̂n interiorul său noduri ale ret,elei diferite de centru
(datorită simetriei centrale, ı̂n afară de centru, el mai cont, ine cel put,in ı̂ncă
două noduri ale ret,elei simetrice fat, ă de centru).

1)Profesor, Liceul Teoretic de Informatică ,,Gr. Moisil“, Ias, i.
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2. În enunt,ul teoremei lui Minkowski, putem ı̂nlocui poligonul convex
cu o mult,ime S ⊂ R2, convexă, mărginită, ı̂nchisă s, i simetrică fat, ă de origine.

În rest la fel, dacă aria S � 4 atunci S mai cont,ine ı̂ncă un punct laticeal.

Aplicat, ii
1. Aflat,i aria poligoanelor de mai jos folosind teorema lui Pick.

O

Aria pentagonului = 36+ 14
2 −1 = 42. Aria poligonului ,,broscut,ă” este

9 + 17
2 − 1 = 33

2 . (verificat, i)

2. Triunghiul ABC este ascut, itunghic s, i are toate vârfurile puncte
laticiale. Demonstrat, i că suprafat,a [ABC] cont,ine cel put,in un punct laticial.

Solut,ie. Presupunem prin reducere la absurd că i = 0. Deoarece f = 3,

aplicând teorema lui Pick, AABC = i + f
2 − 1 = 1

2 . Pe de altă parte, din
formula lui Heron găsim

AABC =
√

p(p− a)(p − b)(p− c) =
1

4

√
2
∑

b2c2 −
∑

a2.

As,adar −a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 = 4, de unde

a2 · (b2 + c2 − a2)︸ ︷︷ ︸
>0

+b2 · (c2 + a2 − b2)︸ ︷︷ ︸
>0

+c2 · (a2 + b2 − c2)︸ ︷︷ ︸
>0

= 4.

Deoarece vârfurile ΔABC sunt puncte laticiale, a2, b2, c2 ∈ N∗. As,adar,
două din cele trei produse sunt 1 s, i cel de-al treilea este 2. Atunci, de exemplu,
a2 · (b2+ c2−a2) = 1, b2 · (c2+a2− b2) = 1, c2 · (a2+ b2− c2) = 2, contradict, ie
(din primele două relat, ii ale sistemului avem a2 = b2 = 1 = c2, ı̂n contradict, ie
cu ultima ecuat, ie a sistemului).

3. i) Să se arate că nu există nici un triunghi echilateral cu toate vâr-
furile puncte laticeale.

ii) Să se arate că nu există nici un poligon regulat cu 2004 laturi, având
toate vârfurile puncte laticeale.

Solut,ie. i) Presupunem că ar exista un ΔABC echilateral cu toate
vârfurile puncte laticeale. Din formula lui Pick deducem că AABC ∈ Q.

Dar AABC = l2
√
3

4 ⇒
√
3 = 4AABC

l2 ∈ Q, fals (evident l2 = dist2(A,B) =(
yB − yA

)2
+
(
xB − xA

)2 ∈ Z).
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ii) Presupunem că ar exista un poligon regulat A1A2A3 . . . A2004 cu
toate vârfurile puncte laticeale. Din teorema lui Pick avem că aria sa este
număr rat, ional. Pe de altă parte, apotema poligonului este h = l

2tg(π/2004)

s,i de aici aria AA1A2A3...A2004 = l2

4tg(π/2004 · 2004, de unde tg(π/2004) ∈ Q,

contradict, ie (dacă tg(π/2004) ∈ Q atunci s,i tg 668 · (π/2004) = tg(π/3) =√
3 ∈ Q, fals).

4. Demonstrat, i că toate patrulaterele convexe de arie 1, cu vârfurile
puncte laticeale, sunt paralelograme.

Solut,ie: Fie ABCD un patrulater convex de arie 1 cu vârfurile A, B,
C, D laticeale.

AABCD = AABC + AACD � 1
2 + 1

2 = 1 (dacă un triunghi are vârfurile
puncte laticeale atunci din teorema lui Pick deducem că aria triunghiului este
cel put,in

1
2).

Deoarece AABCD = 1 deducem că AABC = 1
2 = AADC . Analog AABD =

ABCD = 1
2 . As,adar AADC = ABDC , de unde AB ‖ CD.

Analog AD ‖ BC. Deducem astfel că ABCD este paralelogram.

5. Într-o grădină rotundă de rază 50, copacii sunt as,ezat, i ı̂n nodurile

ret,elei de pătrate de latură 1. În centrul grădinii se află un chios,c O.

O

Atât timp cât copacii rămân destul de subt,iri (se
consideră că sunt rotunzi s, i de aceeas, i grosime), ei nu
acoperă vederea din chios,c (adică există raze duse din
centrul grădinii care nu ı̂ntâlnesc nici un copac). Când
ı̂nsă copacii vor cres,te, ei vor obtura total vederea din
chios,c. Demonstrat, i că, atât timp cât raza copacului
este mai mică decât 1√

2501
, vederea din chios,c nu va

fi acoperită. Însă, dacă această rază cres,te peste 1
50 ,

vederea din chios,c va fi complet acoperită.
Solut,ie. Mai ı̂ntâi demonstrăm că ı̂n cazul ı̂n care raza ρ a tuturor

copacilor este mai mare decât 1
50 , atunci vederea din centrul grădinii este total

obturată. Ducem un diametru oarecare din centrul grădinii s,i vom arăta că
un observator din chios,c nu vede capătul grădinii nici ı̂n direct, ia OM , nici ı̂n
direct, ia ON . Construim dreptunghiul ABCD ca ı̂n desenul de mai jos (CD
s,i AB sunt tangentele la cerc duse ı̂nM s, i N , MD = MC = NA = NB = ρ).
Avem AABCD = AB · MN = 2ρ · 100 > 2 · 1

50 · 100 = 4. Din teorema lui
Minkowski rezultă că ı̂n interiorul dreptunghiului ABCD există doi copaci
simetrici fat, ă de O. Copacii de rază ρ, care cresc ı̂n aceste puncte P s,i Q
vor intersecta razele OM s, i ON . De aici rezultă că un observator din centrul
grădinii va avea vederea obturată s, i ı̂n direct,ia OM s, i ı̂n direct, ia ON (vezi
desenul (a)).
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Demonstrăm acum că ı̂n cazul ρ < 1√
2501

, vor exista fâs, ii de lumină,

adică vederea din centrul grădinii nu este obturată. Considerăm desenul (b).
OT este o dreaptă din ret,eaua de pătrate care trece prin centrul grădinii,
TU este tangentă la cerc de lungime 1. Evident U este un vârf al ret,elei
de pătrate, iar ı̂n interiorul lui OU nu va fi situat nici un vârf al ret,elei

OU =
√
502 + 12 =

√
2501. Considerăm S un vârf al ret,elei de pătrate din

interiorul grădinii, cel mai apropiat de U .

Din formula lui Pick, AOUS = i+ f
2 −1 � 1

2 . Dar, AOUS = OU ·dist(S,OU)
2

=
√
2501
2 · dist(S,OU) , deci dist(S,OU) � 1√

2501
. As,adar, deducem că acel

copac de rază ρ < 1√
2501

care cres,te ı̂n S nu intersectează raza OU . Astfel,

direct, ia OU nu este obturată de niciun copac.

6. a) Fie A(3, 6); B(1, 0) s, i O(0, 0). Arătat, i că ı̂n interiorul ΔAOB
există un singur punct laticeal P .

Notăm AP ∩OB = {E}. Demonstrat, i că
AP
PE = 5.

b) În planul XOY fie T mult, imea tuturor triunghiurilor cu vârfurile
laticeale, care cont, in ı̂n interior exact un punct laticeal. Considerăm un Δ
arbitrar din T cu vârfurile A, B, C s, i P unicul punct laticeal interior. Fie E

intersect, ia dreptelor AP s, i BC. Să se afle max
ΔABC∈T

AP

PE
.

Solut,ie. a) Pe de o parte, AABC = OB·dist(A,OB)
2 = 1·6

2 = 3. Pe de altă

parte, din teorema lui Pick avem AABC = i + f
2 − 1 = i + 6

2 − 1 = i + 2.
As,adar i = 1, adică avem un singur punct laticeal P ı̂n interiorul ΔAOB.

Deducem us,or P (1, 1); E
(
3
5 , 0

)
s, i

AP
PE = 5.

A

B

M

N C

L

D F
P

E

b) Fie ΔABC din T . Notăm cu M , N , L
mijloacele laturilor AB, BC s, i AC.

Unicul punct laticeal P nu se poate afla ı̂n inte-
riorul ΔAML (dacă, prin absurd, P ∈ int ΔAML,
considerând omotetia de centru A s, i raport 2 am
obt, ine că imaginea lui P prin această omotetie ar fi
ı̂ncă un punct laticeal ı̂n interiorul ΔABC). Analog
P nu este ı̂n interiorul ΔBMN , nici ı̂n interiorul
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ΔCNL. Deci P se află ı̂n interiorul sau pe laturile ΔMNL (mai put,in ı̂n
vârfuri). Considerăm pe segmentele MN s,i LN două puncte D, F astfel

ı̂ncât MD
DN = LF

FN = 2. Avem DF ‖ ML ‖ BC.

De asemenea P este pe laturile sau ı̂n interiorul trapezului MLFD
(dacă, prin absurd, P ∈ int DNF , considerând omotetia de centru N s, i
raport 3 deducem că imaginea punctului P prin această omotetie, să zicem

punctul R ar fi tot laticeal. Aceasta deoarece din
−−→
NR = 3

−−→
NP ⇒ xP =

xR+2xN
3 s, i yP = yR+2yN

3 . De aici xR = 3xP − (xB + xC) ∈ Z s, i yR =
3yP − (yB + yC) ∈ Z).

Deoarece distant,a de la A la DF este de 5 ori mai mare decât distant,a

dintre dreptele paralele DF s, i BC, rezultă că raportul cerut AP
PE � 5. Valoa-

rea maximă este 5 s, i această valoare se poate atinge efectiv (vezi a)).

7. Pentru fiecare n ∈ N∗ există ı̂n planul euclidian un cerc ce cont, ine
ı̂n interiorul său exact n puncte laticeale (Steinhaus-Sierpinski).

Solut,ie. Fie punctul C
(√

2, 13
)
. Demonstrăm mai ı̂ntâi că dacă M(a, b)

s,i P (u, v) sunt două puncte laticeale din plan situate la aceeas, i distant, ă fat, ă
de punctul C atunci M = P . Fie as,adar dist(M,C) = dist(P,C). Atunci√(

a−
√
2
)2

+
(
b− 1

3

)2
=

√(
u−

√
2
)2

+
(
v − 1

3

)2
, deci a2−2a

√
2+2+b2−

2b
3 + 1

9 = u2 − 2u
√
2 + 2 + v2 − 2v

3 + 1
9 , de unde{√

2
(
2u− 2a) = u2 − a2 + v2 − b2 + 2

3(b− v)

a, b, u, v ∈ Z
.

Reiese 2u = 2a s, i u2 + v2 − a2 − b2 + 2
3(b − v) = 0, adică a = u s, i

v2 − b2 − 2
3(v − b) = 0, sau ı̂ncă a = u s, i (v − b)

(
v + b− 2

3

)
= 0.

Deoarece b, v ∈ Z obt,inem că b = v. As,adar M = P .

T, inând cont de ceea ce am demonstrat mai sus, deducem că punctele

laticeale din plan se pot ordona ı̂n funct,ie de distant,ele lor până la C
(√

2, 13
)
.

Fie astfel M1 punctul laticeal a cărui distant, ă d1 până la C
(√

2, 13
)
este cea

mai mică, M2 următorul situat la distant,a d2 > d1, s, .a.m.d. Obt,inem astfel
s,irul de puncte M1, M2, M3, . . ., Mn, . . . situate la distant,ele d1 < d2 < d3 <

. . . < dn < . . . fat, ă de C
(√

2, 13
)
. Luăm as,adar cercul cu centrul C

(√
2, 13

)
s, i

rază dn+1. Acest cerc cont, ine ı̂n interior exact n puncte laticeale.

8. Notăm cu n(r) numărul de puncte cu coordonate ı̂ntregi pe un cerc

de rază r > 1. Demonstrat, i că n(r) < 6
3
√
πr2.

Solut,ie. Presupunem că pe cercul de rază r > 1 se află n puncte lati-

ceale. Demonstrăm că n < 6
3
√
πr2. Dacă n � 8 inegalitatea este evidentă

deoarece 8 < 6
3
√
πr2. Putem presupune as,adar că n � 9 s, i fie P1, P2, P3,

. . ., Pn punctele laticeale de pe cerc dispuse, de exemplu, ı̂n sensul deplasării
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acelor de ceasornic. Deoarece

(

P1P3 +

(

P2P4 + . . . +

(

Pn−1P1 +

(

PnP2 = 4π, cel

put,in unul dintre arcele

(

PiPi+2 are măsura cel mult are măsura cel mult 4π/n.

Fără restrângerea generalităt, ii presupunem că acest arc este

(
P1P3. Dacă

avem un triunghi ABC ı̂nscris ı̂n arcul de unghi
4π

n
, aria ΔABC este maximă

dacă A s,i C sunt capetele arcului s, i B este mijlocul arcului, m(�CAB) =

m(�ACB) =
π

n
s, i m(�ABC) = π − 2π

n
.

AABC =
abc

4r
=

2r sin
π

n
2r sin

π

n
2r sin

(
π − 2π

n

)
4r

= 2r2 sin
π

n
sin

π

n
sin

2π

n

< 2r2
π

n

π

n

2π

n
=

4π3r2

n3

(am utilizat sin x < x, ∀x > 0).

În cazul nostru, avem AP1P2P3 < 4π3r2

n3 . Pe de altă parte, AP1P2P3 � 1
2

(utilizând teorema lui Pick). Deci

1

2
<

4π3r2

n3
⇒ n3 < 8π3r2 ⇒ n < 2π

3
√
r2 < 6

3
√
πr2.

9. Demonstrat, i că pentru orice număr real a s, i orice număr natural

nenul n există numerele ı̂ntregi p, q, cu q > 0, astfel ı̂ncât
∣∣∣a− p

q

∣∣∣ � 1

nq
.

Solut, ie: Considerăm mult, imea

S =
{
(x, y) ∈ R× R = R2

∣∣ |ax− y| � 1

n
s,i |x| � n

}
.

Identificăm mult,imea S: |ax − y| � 1

n
⇒ ax − 1

n
� y � ax +

1

n
, deci S

este un paralelogram delimitat de dreptele x = n, x = −n, y = ax − 1
n s, i

y = ax+ 1
n . Aria acestui paralelogram este n · 2

n = 4 deci, conform teoremei
lui Minkovski, există un punct laticeal L(q, p), diferit de origine, situat ı̂n
interiorul lui S. Putem presupune q > 0, datorită simetriei centrale a lui S.

Avem |aq − p| � 1
n , de unde

∣∣a− p
q

∣∣∣∣ � 1
nq .

Propunem spre rezolvare următoarele probleme:
1) Demonstrat, i că pătratele sunt singurele poligoane regulate care au

toate vârfurile ı̂n nodurile unei ret,ele laticeale.

2) Să se demonstreze că pe cercul ce trece prin punctele (0, 0); (0, 1978);
(1978, 0) s, i (1978, 1978) nu există alt punct care să aibă ambele coordonate
ı̂ntregi (laticeal). (O.I.M. 1978)

3) Arătat, i că există un cerc pe a cărui circumferint, ă se află exact n
puncte laticeale, ∀n ∈ N. Mai precis, dacă n = 2k + 1, k ∈ N, atunci pe
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cercul cu centrul ı̂n
(
1
3 , 0

)
s, i rază

1
3 · 5k se află exact n puncte laticeale. Dacă

n = 2k, k ∈ N, atunci pe cercul de centru
(
1
2 , 0

)
s, i rază

1
2 ·

√
5k−1 sunt exact

n puncte laticeale. (A. Schinzel)
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(1957-2001), Edit. Gil, 2010.
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[9] A. M. Iaglom, I. M. Iaglom, Probleme neelementare tratate elementar, Edit. Tehnică,
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2012.
[11] W. Sierpinski, Ce s,tim s,i ce nu s,tim despre numerele prime, Edit. S, tiint, ifică, 1966.

EXAMENE S, I CONCURSURI

CONCURSUL INTERJUDET, EAN DE MATEMATICĂ
,,ARGUMENT“

Baia Mare, 19 Noiembrie 2022

prezentare de Vasile Pop1) s, i Florin Bojor 2)

În data de 19 noiembrie 2022 s-a desfăs,urat la Baia Mare Concursul
Interjudet,ean de Matematică ,,Argument”, edit,ia a XII-a. Organizatorii aces-
tuia au fost membrii catedrei de matematică a Colegiului Nat, ional ,,Gheorghe
S, incai” din localitate. Cu această ocazie a fost lansat numărul 23 al revistei
,,Argument”, editat de catedra de matematică a liceului gazdă. Pres,edintele
concursului a fost s, i de această dată, domnul conferent, iar universitar doctor
Vasile Pop, de la Universitatea Tehnică din Cluj Napoca. La concurs au
participat loturile colegiilor nat,ionale: ,,Andrei Mures,anu” Dej, ,,Mihai Emi-
nescu” Satu Mare, ,,Alexandru Papiu Ilarian” Târgu Mures,, ,,Silvania” Zalău,
,,Dragos, Vodă” Sighetu Marmat, iei, ,,Vasile Lucaciu” Baia Mare, ,,Gheorghe
S, incai” Baia Mare, precum s, i elevi de gimnaziu de la s,colile reprezentative din

1)Conf. univ. dr., Universitatea Tehnică Cluj Napoca.
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