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c) dacă AC ′ ∩ (A′BD) = {G}, arătat, i că AG
AC′ =

1
3 .

12. Considerăm cubul ABCDA′B′C ′D′ cu muchia de 12 cm. Notăm
cu M , N s,i P mijloacele muchiilor AB, BC, respectiv AA′. Determinat, i aria
sect, iunii determinate ı̂n cub de planul care cont, ine punctele M , N s, i P .

Clasa a IX-a

13. Fie numerele reale nenule a, b, c care satisfac egalitatea a
b +

b
c = 0.

Arătat, i că ecuat, ia ax2 + bx+ c = 0 are rădăcinile reale s, i de semne contrare.
14. Fie funct,ia f : R → R, f(x) = (x− a)(x− c) + (x− b)(x− d), unde

a, b, c, d ∈ R, a < b < c < d.
a) Arătat, i că f(a)f(c) < 0.
b) Demonstrat, i că (a+ b+ c+ d)2 > 8(ac+ bd).
15. Considerăm numerele reale a 	= 0 s, i ai, i ∈ {1, 2, . . . , n} s, i funct,ia

f : R → R, f(x) =
n∑

i=1
(ax− ai)

2.

a) Arătat, i că valoarea minimă a funct,iei f nu depinde de a.

b) Arătat, i că, dacă
n∑

i=1
a2i = 1 , atunci

∣∣ n∑
i=1

ai
∣∣ � √

n.

16. Arătat, i că triunghiul ABC ı̂n care are loc una dintre relat, iile:

i) a2 sin 2B = abc
R ,

ii) cosB + cosC = b+c
a ,

iii) sinA+ sinB = cosA+ cosB
este dreptunghic.

17. Arătat, i că triunghiul ABC ı̂n care are loc una dintre relat, iile:

i) a = 2b sin A
2 ,

ii) a = 2bc cosC,
iii) b+ c = 4R cos A

2
este isoscel.

18. a) Dacă I este centrul cercului ı̂nscris ı̂n triunghiul ABC, arătat, i

că AI =
√

bcp−a)
p , unde p = a+b+c

2 .

b) Dacă O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, arătat, i
că OI2 = R(R− 2r) (Euler).

Clasa a X-a

19. a) Câte submult,imi ale mult,imii A = {1, 2, . . . , 10} cont, in ele-
mentele 3 s, i 8?

b) Care este probabilitatea ca, alegând două numere din mult,imea
{0, 1, 2, . . . , 9}, cel put,in unul să fie prim?

20. a) Determinat, i x ∈ (0,∞) pentru care al treilea termen al dez-

voltării
(

1
7√
x2

+ xlg
√
x
)9

este 36000.

b) Determinat, i suma coeficient, ilor dezvoltării (2x2 − 3y)2022.
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21. a) Arătat, i că, pentru orice n ∈ N∗, numărul [(2+
√
3)n] este impar,

unde [a] reprezintă partea ı̂ntreagă a numărului real a.
b) Arătat, i că, dacă x1 s, i x2 sunt solut, iile ecuat, iei x

2−2x−2 = 0, atunci
xn1 + xn2 ∈ N,∀n ∈ N∗.

c) Determinat, i cea mai mare putere naturală a lui 2 prin care se divide

numărul [(1 +
√
3)2022].

22. Se consideră triunghiul ABC, având vârfurile A(1, 2), B(3, 5) s, i
C(6, 6).

a) Determinat, i coordonatele centrului cercului circumscris triunghiului
ABC s, i aflat, i raza acestuia.

b) Determinat, i coordonatele ortocentrului triunghiului ABC.
23. Se dau două vârfuri A(3,−1) s, i B(5, 7) ale triunghiului ABC s, i

H(4,−1) ortocentrul triunghiului ABC.
a) Scriet, i ecuat, iile laturilor triunghiului.
b) Determinat, i coordonatele vârfului C al triunghiului.
c) Calculat, i aria triunghiului ABC.
24. Determinat, i coordonatele punctului P , situat pe axa absciselor,

pentru care suma distant,elor de la P la punctele M(1, 2) s,i N(3, 4) este
minimă.

Clasa a XI-a

25. Calculat, i lim
n→∞(x+ 22x2 + 32x3 + . . .+ n2xn), unde x ∈ (0, 1).

26. Considerăm matricea A =

(
a b
c d

)
∈ M2(R) cu a + d = t, t > 0,

ad− bc = 0 s, i mult,imea M = {A(x) = I2 + xA | x > −1
t}.

a) Determinat, i A2022.
b) Arătat, i că A(x)A(y) = A(x+ y + txy),∀x, y ∈ R.
c) Arătat, i că A(x)−1 = A( −x

1+tx), pentru orice A(x) ∈ M .

27. Fie f : R \ {−1} → R, f(x) = 1
x+1 . Considerăm s,irul (an)n cu

termenul general an =
n∑

k=0

(−1)kf(k)(1)
k! , n ∈ N∗. Determinat, i lim

n→∞ an.

28. Fie funct,ia f : [1,∞) → R, f(x) = x
√

x−1
x+1 .

a) Determinat, i asimptotele la graficul funct,iei.
b) Determinat, i imaginea funct,iei.
c) Reprezentat, i grafic funct,ia.

d) Calculat, i lim
x→∞

(
f(x)
x

)x
.

29. Se consideră funct,ia f : R → R, f(x) = arctg x.
a) Arătat, i că f este concavă pe (0,∞).
b) Calculat, i lim

x→∞x2(f(x+ 1)− f(x)).

c) Arătat, i că f(x) < x− x3

3 , ∀x ∈ (−∞, 0).

30. Se consideră funct,ia f : R → R, f(x) = 1
2 arcsin

2x
1+x2 .


