DIN NOU DESPRE PROBLEMA 28003
DIN G.M.-B 2/2021

TITU ZVONARUY
Problema 28003, propusa de Marius Stanean, are urmatorul enunt.

Numerele reale pozitive a, b, c verificd relatia a® + b* + ¢® + abc = 4.
Aratati ca
a? b ¢ 15abe . 27
2 —i— —i— 5 T I
O solutie este prezentata in GM B 9/2021, iar in [1] se demonstreaza

ca inegalitatea
2 2 2

“+ 5+ o5+ kabe > k43 (1)

b2
este adevarata pentru orice k < %. Ramane deschisa problema de a a
gasi cel mai mare k pentru care inegalitatea (1) este adevarata. Deoarece cu
inegalitatea mediilor obtinem usor ca abc < 1, rezulta ca daca inegalitatea
(1) este adevarata pentru k = «, atunci este adevarata pentru orice k < a.
Vom demonstra inegalitatea
a> v 22abe < 31 5
Eiaztat—3 23 (2)
Se stie ca, daca numerele a, b, c verifica relatia a® + b% + ¢® + abc = 4
si sunt pozitive, atunci exista un triunghi ascutitunghic M NP astfel incat
a=2cosM,b=2cos N, c=2cos P. Atunci 900—%, 900—%, 90°—§ sunt
unghiurile unui triunghi ascutitunghic, ceea ce inseamna ca putem considera
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un triunghi de laturi u, v, w si semiperimetru p, pentru care a = 2sin %, b=
c = 2sin % . Cu substitutiile u = y+ 2, v = 2+, w = x +y obtinem

goo V-0 yz '
vw (z+2)(y+x)
Rezulta ca pentru deconditionare putem folosi substitutiile
Yz 2T Ty

a =2 N E— b=2,/— y €= 2 :
(y +2)(z + x) (z +y)(z +y) (z+2)(y +2)

Inegalitatea (2) devine

yly+z) zz+z) z(z+y) 176zyz L 3l

vr+z) yly+z) zzty) Batylt)(zta)” 3
si, dupa eliminarea numitorilor

32’y + vz + 22°) + 6(z'y + y*2? + 2%2%) + 3(ztyz + wyts + wy?
a3y 4+ 323 + 222 + 11402222
> 25(2%y 2 + P2 4 2Py2®) + 28(2Py2? + 2%yt 2 4 xy?Ld). (3)

SV
2sin 35,

Inegalitatea (3) este ciclica. Putem presupune cad z = min{x,y, z} si
avem de analizat cazurile r <y <zsiz <z <y.

Daca z < y < z, consideram numerele pozitive p, g astfel incat y =
x+p,z=2x+p+ q. Dupa calcule, inegalitatea (3) devine
102*p? + 102*pg + 1024¢% + 2123p> — 92°3p?q + 82°pg® + 19233 + 2722 p*—

—272%p3q — 182%p%¢? + 362%pg® + 242%¢* + 28xp° + 16ap*q — xp3¢®+

+232p°¢> + 18xpg* + 3x¢° + 12p° + 24p°q + 15p ¢ + 3p¢® > 0. (4)
Inegalitatea (4) este adevarata deoarece
52°p* + 52°pg® > 102°p?q > 92%p?q,
102*p? + 10p*¢® + 4xtpq + 4p°q > 2022p3q + 82%p>q > 272%p’q,

5202 + 5pia? + dapgt + 403p° > 102202 ¢% + 8022 ¢? = 184222,

wptq+ 2p*® > 20p? > ap®’.

Daca * < z < y, vom considera numerele pozitive p, g astfel incat
z=x+Dp,y=x+p+qsi, in urma calculelor, inegalitatea este evidenta in
acest caz.

Pentru a = 0,93046, b = 0,76, ¢ = 1,284 si k = 8,2 inegalitatea (1) nu

este adevarata. Deducem ca cel mai mare k pentru care inegalitatea (1) este

adevarata trebuie cautat in intervalul [%, %) .
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