PENTRU CERCURILE DE ELEVI

PORNIND DE LA O PROBLEMA DE CONCURS
TRAIAN PREDAV
In lectia ce urmeazi vom rezolva, intr-un context mai general, o pro-

blema data la O.N.M.2010, clasa a 6-a. Consideram ca ideile prezentate
ilustreaza tehnici utile in rezolvarea unor probleme diverse.

Problema. (Mircea Lascu, Marius Stanean) In triunghiul ABC, M
este mijlocul segmentului BC'. Daca SAMB = 45° si < ACB = 15°, deter-
minafi XBAC.

Propozitia 1. Consideram triunghiul ABC in care AM este mediani
si ¥BAC = < AMB. Atunci are loc relatia BC = ABv/2.
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A
Demonstratie. Din AABC ~ AMBA (U.U)
AB BC
reiese Yiz 1B’ deci C , sau
B u o 2AB? = BC? deunde BC = ABV/2.

Propozitia 2. Fie segmentul BC fixat intr-un plan « i M mijlocul
segmentului BC'. Locul geometric al punctelor A din planul « cu proprietatea

B
V2
punctele de intersectie a cercului cu dreapta BC'
Demonstratie. Daca <BAC = < AM B, atunci,

din propozitia 1, rezulti ca A se afla pe cercul de centru
B si raza BC/+/2 si nu apartine dreptei BC.

Reciproc, daca A se afla pe cercul de centru
B si raza, BC/+/2 si nu apartine dreptei BC, atunci
yrasturnand” rationamentul din demonstrarea propoz-
itiei 1, obtinem sucesiv

ca S BAC = < AM B este cercul de centru B si razi , din care scoatem

AB _ BC
MB AB’
ANABC ~ AMBA, (L.U.L), ¥BAC = ¥AMB.

Propozitia 3. Consideram numerele ¢ > 0 gi € (0,180). Atunci
exista gi este unic determinat triunghiul ABC' care are proprietatile BC' = £
si SBAC = 4AMB = z°, unde M este mijlocul laturii BC.

Q Demonstraie. Construim BC = £ si punctul
M. Atunci punctul A este unic determinat ca in-
tersectia cercului C(B; BC/v/2) cu semidreapta [M X,
construitd intr-unul dintre semiplanele determinate de
BC, astfel incat xBM X = z°.

Propozitia 4. Fie triunghiul ABC in care AM este mediana.

a) Dacd < BAC = <AMB = 45°, atunci masurile celorlalte unghiuri
ale triunghiului ABC sunt 4B = 105°, <C = 30°.

b) Daca < BAC = < AM B = 135°, atunci masurile celorlalte unghiuri
ale triunghiului ABC sunt 4B = 15°, 4C' = 30°.

Demonstratie. Vom prezenta cite doud rezolvari pentru fiecare sub-

BC?* =2AB? AB? = BC-MB,

a) Prima solufie. Ducem BD 1 AC,
D € [AC]. Atunci AADB este dreptunghic isos-
cel, deci AB = BD+/2. Din propozitia 1 avem
BC = ABV?2, ceea ce duce la BC' = 2BD, de unde
4 C = 30° (teorema unghiului de 30° in triunghiul

B M C dreptunghic BDC).
A doua solufie. Ducem BD | AC, De AC ¢i EM 1L AM, E€ AC.
Atunci ¥BAE + <BME = 45° + 135°, deci ABM F este patrulater
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inscriptibil. Reiese <ABFE = 90°, deci triunghiul ABE este dreptunghic
isoscel, ceea ce aratd cid D este mijlocul segmentului AE. Din triunghiul
dreptunghic MDE rezultda M D = AD = DE. Cum BD = AD, reiese cid
ABDM este echilateral, deci <ABC = 60° + 45° = 105°.

b) Prima solutie. Efectuam aceleasi constructii ca la solutiile de la
punctula) (BD L AC, ME 1 AM, D, E € AC) sirepetam mutatis mutandis
rationamentul de la a) (cu modificarea ca S BAE = < BME = 45°).

E D A ¢

A doua solufie. Construim simetricul F al punctului A fata de M.
Atunci ABFC este paralelogram, deci <ACF = <AMC = 45°. Rezulta,
conform a), ca SMAC = 105° ¢i M FC = 30°, de unde S ACB = < ABM —
IMAC = 30°. a

Propozitia 5. Consideram triunghiul ABC' in care AM este mediani,
SAMB = 45° i YACB = 15°. Atunci <BAC = 135°.

B M C

Demonstratie. Din ipotezd SACM = 15° gi <SCAM = 30°, deci unghi-
urile triunghiului CAM sunt unic determinate. Astfel, pornind de la AAC M
si luand B simetricul lui C fata de M, AABC este unic determinat din punct
de vedere al unghiurilor, deoarece orice doua triunghiuri care se obtin prin
aceasta constructie sunt asemenea. Pe de altd parte, conform propozitiei 4,
dacd SAMC = <BAC = 135°, atunci <ACB = 15°, iar <AMC = 135°.
Astfel, triunghiul construit conform ipotezei este asemenea cu un triunghi in
care <BAC = 135°, deci triunghiul din problema are <xBAC = 135°.

BIBLIOGRAFIE

[1] Bogosel, B., Fulger, S., Lascu, M., Stanean, M., Probleme de geometrie. Calculul
masurii unor unghiuri, Editura Gil, Zalau (2016).

[2] Lascu, M., Preda, T., Zece solutii ale unei probleme de concurs, Revista de Matematica
din Timigoara, Nr. 4/2018.



