ASUPRA UNEI CLASE DE FUNCTII
SErRGIU Novact)

Punctul de plecare al acestei lectii este problema 4, clasa a 12-a, de la
etapa judeteana a Olimpiadei Nationale de Matematica 1989. Clasa de functii
care ne intereseaza este tocmai cea descrisa in ipoteza.

Fie f : [a,b] — R cu proprietatea ca f are limitd reald in orice punct
din intervalul [a,b]. Demonstrati ca f e integrabild.

DStudent , Oxford.
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Folosind cunostinte dincolo de materia de liceu, urmatoarea teorema,
impreuna cu criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann rezolva imediat
problema.

Teorema. O functie ce are limite laterale reale in orice punct din dome-
niul de definifie este continud peste tot, cu exceptia uner mul{imi numarabile.

Sa observam ca ipoteza problemei 4 este mai tare decat cea a teoremei,
caci existenta limitelor laterale intr-un punct nu implicd existenta limitei in
punctul respectiv.

Cu toate acestea, cele doud rezultate nu sunt tocmai potrivite pentru
a fi citate in cadrul olimpiadei, demonstratia teoremei nefiind ,elementara’”.
Putem, totusi, da o demonstratie relativ elementara a teoremei, atunci cand
ne aflam in ipoteza intaritd a problemei. Cu alte cuvinte, vom demonstra
urmatorul rezultat.

Propozitie. O functie ce are limita finitd in orice punct al domeniului
de definitie este continud peste tot, cu excepfia unei multimi numdrabile de
puncte.

In [1] se prezintd o rezolvare directd a problemei, folosind definitia in-
tegralei Riemann, insd se demonstreaza si urméatoarea Lema ce ne va fi utila
in demonstrarea rezultatului propus. Vom lucra cu functii definite pe R,
rezultatele putand fi restranse la functii definite pe intervale proprii.

Lema 1. Fie f : R — R o functie cu limita finitd in orice punct si
functia g definita prin

glw) = lim £(»).

Atunci, g este continud pe R.

Demonstratie. Fie © € R gi € > 0 fixate. Deoarece lim f(y) = g(x),
y%x

deducem ca existd § > 0 astfel incat |g(z) — f(y)| < 55 pentru orice y

|
cu 0 < |z —y| < 4. Vom demonstra ca |g(z) — g(2)| < &, V|z — 2| < 0.
Fie z € (v — d,z + 9). Folosind din nou ca g(z) = le f(y), deducem

1
ca exista & a.d |g(z) — f(y)| < 36 pentru orice y cu 0 < |z —y| < 4.
Alegem atunci yp € (z — 0,z + )N (z =&, 2+ ) si avem cid (g(z) — g(z) <
lg(z) — f(yo)| + 19(2) — f(yo)| < . Aceasta ne arata ca
lim g(y) = g(@).
Cum z a fost ales arbitrar, deducem ca g e continua pe R. O

Inainte de a prezenta demonstratia propusa, si mai demonstram urma-
torul rezultat.

Lema 2. Fie M o submultime nenumarabila a lui R. Atunci M are un
punct de acumulare real.
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Demonstratie. Avem R = (J,c,[a,a + 1]. Multimea M fiind nenuma-
rabild, cel putin una din multimile M N [a,a + 1] este nenumarabild caci,
in caz contrar, din faptul ca M = (J,c5([a,a + 1] N M), ar rezulta ca M e
numadarabila.

In particular, gisim a € Z astfel incat [a,a 4 1] contine o infinitate
de elemente ale lui M. Atunci, existd un punct de acumulare al lui M in
[a,a + 1]. O

Putem acum demonstra rezultatul propus. Vom nota, in general, D,

multimea punctelor de discontinuitate ale functiei wu.
Fie f o functie cu limita finita in orice punct real si g definitd prin

g(x) = lim f(y).
y— T

Consideram gi h = f — g. Din definitia lui g, h are limita 0 in orice
punct. Functia g fiind continua avem Dy = Dy,.

Vrem sd demonstram cd Dy, e numarabila. Avem Dy = {z € R | h(x) #
0}, sau, echivalent,

Dy= | 4, (1)
neN*
1
unde 4, = {x € R| |h(z)| > —}. Vom demonstra ca A,, e numarabila pentru

orice n € N*. Daca ar exista un n astfel incat A,, sd fie nenumarabila, folosind
Lema 2, deducem ca exista un sir (a,,) C A, care converge la un punct a € R.
Dar atunci

S|=

0 = lim [h(x)| = lim_[h(an) > .

intrucat a,, € A, Ym € N. Aceasta este clar o contradictie, deci A, e
numarabild pentru orice n € N*. Din (1) reiese ca Dj, e numarabila, fiind o
reuniune numarabild de multimi numarabile, ceea ce conduce la concluzia ca
Dy e numarabila. a

Conchidem prin a enumera proprietitile clasei de functii discutate. Aga-
dar, daca f este o functie cu limitd reala in orice punct, atunci:

(1) f este integrabild pe orice interval marginit din domeniul de defintie

(2) functia g data de g(x) = limita lui f in 2 este continua

(3) f este continui peste tot, cu exceptia, eventual, a unei multime numé-
rabile de puncte.

Observatii.

(1) Functia h imita variatia lui f. Puteam evita introducerea functiilor g
si h lucrand direct cu variatia lui f, insd am considerat continuitatea
lui g un rezultat notabil, ce merita prezentat.

(2) In cazul unei functii f definite pe un interval I marginit, a doua
lem# nu mai este necesara. Multimile A,, fiind incluse in I, trebuie
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sa fie chiar finite, altfel au un punct de acumulare real, din nou din
Weierstrass.
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