
 .) ��
��� ��������� �� �����

�����	��� ����	���� ������ x(y − z)2 + y(z − x)2 + z(x − y)2 � 0�
��&������ ������ ��������� ∀x, y, z > 0� �� �������� �
�� ���������

(	 @��&������� �� �����
���� �
�� ��;������� �	
√
x+ y +

√
y + z +

√
z + x � 4(xy + yz + zx)√

(x+ y)(y + z)(z + x)
.

3������ ��&������� ������� ������∑
cic

√
x+ y � 3 3

√∏
cic

√
x+ y = 3 6

√
(x+ y)(y + z)(z + x).

������ �� ������ 3 6
√

(x+ y)(y + z)(z + x) � 4(xy + yz + zx)√
(x+ y)(y + z)(z + x)

�


�	 ((x+ y)(y + z)(z + x))2 � 64(xy + yz + zx)3

27
�

8���
�� ��&������� $0%� ����4

((x+y)(y+z)(z+x))2 � 64(xy + yz + zx)2(x+ y + z)2

81
� 64(xy + yz + zx)3

27
,

�������� (x + y + z)2 � 3(xy + yz + zx),∀x, y, z > 0� �������� ��� �
����
���������

)*���+���	 �&������� 
� ����� �����	 x = y = z�

����	������

+�, �� A
��/�
���! '� 0/��/! � ���	 �����	�� �	�	���� �� �	���	����! -�'��0 ��5�
:��"���

+�, -	.
�	 '	�
�	���/! �
��	 0! ���"��! ���&�	 ����
�
� � !�" ��� -�'��0 ��5�:��"� �
+=, �� *��	��! #� ��� �� �
�����
��� 
��� $� ��������	 ���
��%�

�! -�'�0 4��"� �
+7, ;� -������! �� *��	��! � ��
� ������ �� 	����	�� 	 
��� �	�� �� ����	�����! �
����	

1����
��! �"���
+ , '� '�@����	! -�� 0�����	! 3� #��! �� B
��
��
�! C� 0�D��! �	���	���� �� ��������

�����
 ����
��
��& �����	�� �� ������ �� ��������! (�� #	�	
	 7 ! #��
@��! �"���
+�, ������������	

��������������������	����	���	��������������������

+5, ����
��������	�������	����� �	��	
���������������� 

+:, �����������

��������������������	�
�����������������
��	����5������

������ ���� 
	��� *� ���
���
������ �	����)

�	���	� �� ������� �� ���
�� ���� �
�� �������� 4� ���
� � 12��� �� ��
����� C	������� � *������ 9������� �� ,�������� 1989� :��
� �� �	���
���� �� �����
���� �
�� ����� ��� ��
��
� (� �������

��� f : [a, b] → R �� ��������	��	 �� f 	�� ����� ��	� �� ����� �����
��� ������	� [a, b]� ��������	
� �� f � ������	����

�)*���
�� ! 8E�����



!� "����� ������ �
�� ����� �� ��
����  .0

8���
�� �	������� ������ �� ������ �� ���	� 	��������� ��������
(����	�� �	 �����	� �	 '���
&	� �� ���&�������� ������ ������� �����
���������

������,	  !���
�� �� 	�� ����� 	���	� ��	� �� ����� ����� ��� �����
��� �� ��"��
�� ���� �������� ����� ���� �� �#���
�	 ���� ��
��� �����	����

>� ��
����� �� ������ �������� / �
�� �� ���� ����� ��� � ��������
��� ��
����� ������� �������� (����	� �	��� �	 ����� ��
����� ���� (�
�	���	� ��
������

:	 ����� ���
���� ���� ��	� ���	����� �	 
	�� ����� ������� �����	
� � ����� (� ����	� �������� �����
����� ������� ����� ������������H�
�	���� ���	�� �� � �����
����� ������ ���������� � �������� ��	�� ����
�� �I�� (� ������ (������ � ��������� :	 ���� �	����� ��� �����
���
	������	� ���	�����

����������	  !���
�� �� 	�� ����� "���� �� ����� ����� 	 ���������
�� ��"��
�� ���� �������� ����� ���� �� �#���
�	 ���� ��
��� �����	��� ��
�������

�� 6 7 
� ������� � ��������� ������ � ��������� ����
�� ������ ��
��&���� ������� (�
� 
� �����
������ � 	��������� '��� �� �� �� � 	���
(� �����
������ ���	����	�	 ����	
� J�� �	��� �	 �	��� ������ �� R�
���	������� �	���� � ��
����
� �� �	��� ������ �� �������� ������

-�� �	 8� f : R → R � �	���� �	 ���� ���� (� ���� �	��� �
�	���� g ������ ���

g(x) = lim
y→x

f(y).

3�	��� g �
�� �����	� �� R�
��������	
��� 8� x ∈ R � ε > 0 ������ #������� lim

y→x
f(y) = g(x)�

���	��� �� ��
�� δ > 0 �
���� (���� |g(x) − f(y)| <
1

2
ε� �����	 ���� y

�	 0 < |x − y| < δ� J�� �����
��� �� |g(x) − g(z)| < ε, ∀|x − z| < δ�
8� z ∈ (x − δ, x + δ)� 8���
�� �� ��	 �� g(z) = lim

y→ z
f(y)� ���	���

�� ��
�� δ′ �� |g(z) − f(y)| <
1

2
ε� �����	 ���� y �	 0 < |z − y| < δ′�

3��&�� ��	�� y0 ∈ (x− δ, x + δ) ∩ (z − δ′, z + δ′) � ���� �� (g(x) − g(z) ≤
|g(x) − f(y0)|+ |g(z) − f(y0)| < ε� 3���
�� �� ����� ��

lim
y→x

g(y) = g(x).

:	� x � ��
� ���
 �������� ���	��� �� g � �����	� �� R� �
������ �� � �������� �����
����� ����	
�� 
� �� �����
���� 	����

���	� ���	�����
-�� �	 8� M � 
	��	���� ���	������� � �	 R� 3�	�� M ��� 	�

�	��� �� ��	�	���� �����



 ./ ��
��� ��������� �� �����

��������	
��� 3��� R =
⋃

a∈Z[a, a + 1]� ,	����� M ��� ���	���
������ ��� �	�� 	�� �� �	����� M ∩ [a, a + 1] �
�� ���	������� ����
(� ��� �������� �� ����	� �� M =

⋃
a∈Z([a, a + 1] ∩ M)� �� ���	��� �� M �

�	��������
�� �����	���� &�
� a ∈ Z �
���� (���� [a, a + 1] ������ � �������

�� �������� ��� �	 M � 3�	��� ��
�� 	� �	��� �� ��	�	���� �� �	 M �
[a, a+ 1]� �

�	��� ��	� �����
��� ���	����	� ����	
� J�� ����� (� &������� Du

�	����� �	������� �� �
�����	���� ��� �	���� u�
8� f � �	���� �	 ���� ���� (� ���� �	��� ���� � g ������ ���

g(x) = lim
y→ x

f(y).

:��
����� � h = f − g� #� ������ �	 g� h ��� ���� 0 (� ����
�	���� 8	���� g ��� �����	� ���� Df = Dh.

J��� 
� �����
���� �� Dh � �	�������� 3��� Dh = {x ∈ R | h(x) �=
0}� 
�	� ��;�������

Dh =
⋃

n∈N∗
An (1)

	��� An = {x ∈ R | |h(x)| > 1

n
}� J�� �����
��� �� An � �	������� �����	

���� n ∈ N∗� #��� �� ��
�� 	� n �
���� (���� An 
� �� ���	�������� ����
��
'��� )� ���	��� �� ��
�� 	� �� (am) ⊂ An ���� ������&� �� 	� �	��� a ∈ R�
#�� ��	��

0 = lim
x→a

|h(x)| = lim
m→∞ |h(am)| ≥ 1

n
,

(���	��� am ∈ An ∀m ∈ N� 3���
�� �
�� ���� � ����������� ��� An �
�	������� �����	 ���� n ∈ N∗� #� (1) ���
� �� Dh � �	�������� ��� �
��	�	�� �	������� �� �	��� �	�������� ���� �� ����	�� �� �����	�� ��
Df � �	�������� �

:���;��� ��� � ��	���� ����������� ���
� �� �	��� �
�	����� 3���
���� ���� f �
�� � �	���� �	 ���� ����� (� ���� �	���� ��	��4

$ % f �
�� ���&����� �� ���� ������� ���&�� �� �����	� �� ������
$)% �	���� g ���� �� g(x) = ���� �	 f (� x �
�� �����	�
$0% f �
�� �����	� ��
�� ���� �	 �������� �����	��� � 	�� �	���� �	���

����� �� �	�����

)*���+���	

$ % 8	���� h ��� ������ �	 f � �	���� ���� �����	����� �	������ g
� h �	����� ����� �	 ������ �	 f � (�
� �� ���
����� �����	�����
�	 g 	� ���	���� ������� �� ����� ����������

$)% �� ���	� 	�� �	��� f ������ �� 	� ������� I ���&��� � ��	�
���� �	 �� �
�� ����
���� ,	����� An ��� ���	
� (� I� ����	�
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+�, ��'� 0/���
&��-������! ��3� '	��
�! 3� -�
�����&/! �� 9��
���! C����	 3�����
���!
������� �	�� 	 �����	��� �� �	���	���� �����
 ����& 1950−1990! (�����	 A����&��
F�/! 0����
@��! �44��

���� ��&�	�(� �������&��� 	� & �
���)�

&���'������

������ ������ ���� �)

�� ����
�� ������ ����
��� ������� �� ���
� � J@��� ��� �	�� (� �������
��;������� � ��	� �������� ����	�� (� 5����� ,�������� 
��� + � ���
����	�� � �������� ��	�� ��&��� �� ���� ��	� �������� ������ ������� �	
�����
������ � ��	� ��������� ����������

��	 #��� 	� ��	�&; ��� ��	� ���	� ���&�	����� ��	�� (�������
����
�	�������� ���
���� 
	�� ���&�	�����

��	 #��� (������� ����
�	�������� � ��	� ���	� ��� 	�	 ��	�&;

	�� ���&�	����� ��	�� ���	��� 
	�� ���&�	�����

M

N P

M

N P

QR

Q R

��������	
��� 8� MNP ��	�&;	� � PR� NQ (������
�	 #��� MN = MP � ��	�� 	�&;	��� �MNP � �MPN 
	�� �
�

�	���� ��� R � M 
	�� �� ������ ����� � �	 N � �� Q � M 
	�� ��
������ ����� � �	 P � 3�	��� �� �PNR ≡ �NPQ $@L4 NP = PN ��PNR ≡ �NPQ� �R = �Q = 90◦% ���	��� PR = NQ�

�	 #��� �M �
�� �
�	��� ��	�� R � N 
	�� �� ������ ����� � �	 M �
Q � P 
	�� �� ������ ����� � �	 M � �� ���� �M �
�� ���	� ��	�� M �
��
(���� N � R � (���� P � QM (� ������ ���	� ���� �NMQ ≡ �PMR� 3
�����
���� PR = NQ� ��	�� �MNQ ≡ �MPR $:L%� �� 	��� MN = MP � �

>� ������� ��	� ���������� ��	������
���*���,	 :��
����� ��	�&;	� ABC� �
�������� AD � 	�&;	�	

BAC $	��� D �
�� �� ���	�� BC% � 	� �	��� E �� 
�&����	� AD� ����	�
� 	���������� ��� ���������4

$ % AD = AC�
$)% �ABC = �CED�
$0% BD = CE�

�)#���
���! 0G�	��


