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 �� ����� � ������� ��� ��� ������� �� 	�� ��� � � ���� ������
 ��
�
��� ���� ����� �� ��� �� ���!��	
 ����"��
 #$% ��� ���� �
 �� � ����� ��
����� ��&����� �� ���� �	�����
� �� ��� ������	
 �	����	���	
 ��
��
� '�
� ���� ��	�������
 �!�� ��� ��� 	�� ���&�� �� �
��� () *) +������ '� �� �
���
,) -) .����/ �� ������'� ��0���
 # % ���	��� ����� ��
�� ������ ��&��0���� �
���� ������� �� ���
���
 �� � ���
���� � ��������
��� ����������) 1���	
����
���� �������2 ��������&
�� '� ��������
�� ��� ��	�� �� ��	�� '�2 ����	��2 0��
	�� ��	�3 ��� ���� ���������
	 �
 ���&���
	 �� �4�� �4��0� ��������
�� ����
��� ����� ��� �����'� ��	���� �� ������������ �����
+������2 ����	� ������ ���
	�� ����� ��������
 ���� �� �	 ���4����
� �� ���������
�) 5	 ������ �� ��
���!��	� 6� �� �� ������ ��� ��� #�% '� �� �� ���!��	� 76 ��� #7% �� ����
��
�	 ��� �������
 �� ��	
����� �����8

������	�	� �� ��� ABC �
 ����
��� �� 
�
����
� 
	����
�� BC = a�
AC = b� AB = c �� 	��	 S� ��� M �
 ��
�� �
 �
�������
 �	� �� 
	����
�

�	
� �� �� Ra = MA� Rb = MB� Rc = MC ����	
��
� �	
� 
	 �������
�

����
����
��� ��������� �� da = d(M,BC)� db = d(M,AC)� dc = d(M,AB)
����	
��
� ��
���
�� M 
	 
	����
� ����
����
��� ���
�� 	� 
�� �
��	
�����
�8

��� aRa + bRb + cRc � 4S3
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�
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�!� Rada +Rbdb +Rcdc � 2(dadb + dadc + dbdc)3
��� Ra +Rb +Rc � 2(da + db + dc)3
��� RaRbRc � (da + db)(da + dc)(db + dc) � 8dadbdc)

A

B C

Ra

ha
da

M

Figura 1

 ���
���	���� 50�	2 �0�����2 Ra + da � ha2
Rb+db � hb2 Rc+dc � hc2 ���� �� ha2 hb2 hc �	 �����
�����	��� ��
���	���� ������"����� ���� A2 B2 ��������0
C�) ��������� �� Ra + da � ha �0�	 ���
 '� ��	��
���
 M �������� ��
���	�� ��� A �9���� ��) :�&���


aRa + ada � aha = 2S = ada + bdb + cdc,

���� aRa � bdb + cdc '� ���
 ���
 ��������
�� ��	�����)
5���4���
�� �� ����� ���� �'� ���4�� ��� ���	� �� ada+ bdb+ cdc = 2S�

�!����	 ���	� ����������� ���)
,������
 �!���0����� �� 	�� ���2 ���������� �� ������� ��� �� �����&��&


���
 '� ��	�� ���
 M �� �;
 �� 9����� ��
���	� � ������"�����2 ���� �4��
�� �������� �� ����������� �������� ��� ����������2 ��&���
 �
 ������������ ����
	���� ������
 ���
 ������"��� ���� �!��&���"���)

������ ������������ �� �� ������� �!�2 �
 �������	 aRa � bdb + cdc ��
���	�

Rada � b

a
dadb +

c

a
dadc

'� �
 ����
	 �� ��������� ���
 ��������
�� ��������) <!����	

Rada +Rbdb +Rcdc �
(
a

b
+

b

a

)
dadb +

(a
c
+

c

a

)
dadc +

(
b

c
+

c

b

)
dbdc �

� 2(dadb + dadc + dbdc),

�����&4�� '� ������������ !�����������

x

y
+

y

x
� 2 ������� x, y > 0�)

���������� �� �����&��&
 �� ������"��� ��"��������2 '� ������ M �� �������
������"�����2 ��	 �'�� �� ����� 0����)

������� ��� ���� ������������ �����
+������ '� �� �� 	�� ����� ��	������
������� �� �� Ra + da � ha3 � ��0��� �� � �!������ 	�� ��!���
)

A

B C

Ra

R’a

M

Figura 2

db
dc

M’

dc

db

da’

5��	�2 ��������
	 ������� M ′ 
 ��	������� ���
M ���
 �� !���������� ���"����� �BAC �� ���

���"����� �9���� =� '� �����	 '� ������ ������
������������ AM ′ + d(M ′, BC) � ha) 1� � ����
�� 0
&�� �
 AM ′ = Ra '� �
 ���������� ��� M ′
�� �������� AB '� AC ��� ������"����� ABC ����
����� �� db2 ��������0 dc) ,��
 	�� ���
	 �� d′a
�������� �� ��M ′ �� BC2 �0�	 ���� Ra+d′a � ha2
�� ����

aRa + ad′a � aha = 2S = ad′a + bdc + cdb ⇐⇒

⇐⇒ aRa � bdc + cdb ⇐⇒ Ra � b

a
dc +

c

a
db.
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5���
	 �� ���� ���
 ��������
�� �!������ ���� ���	��
�� ��������� '� ������	
�� ����!�� ����������� �����
+������8

Ra +Rb +Rc ≥
(
b

c
+

c

b

)
da +
(a
c
+

c

a

)
db +

(
a

b
+

b

a

)
dc ≥

� 2(da + db + dc)

���� ��� ���� �����	����� ��������
���
x

y
+

y

x
� 2�) ���������� �� �����&��&


���
 '� ��	�� ���
 ������"��� ABC ���� ��"�������� '� M ���� ������� �
�)
>� 9��2 ������������ ��� ����2 ��	 ������	2 ���!��	� 76 ��� #7% '�

���	�'�� ����� � ������� �������	�����
3 ��� �	 �!���0�� �
 � �� ����� ��
� �����9���� �� !�&� ����� �� 	�� ���) 5���
	 ������ ���� aRa � bdb + cdc
�� aRa � bdc + cdb2 �	�
���	 ���� a '� �!����	

2Ra � (b+ c)(db + dc)

a
;

�������2 �� 	�� �!��� ���
 ��������
�� ��	����� '� ����� ���� ���� ��������
��
������ ����� ��	������ 	�	!�� �� 	�	!��� ��

8RaRbRc ≥ (a+ b)(a+ c)(b+ c)

abc
(da + db)(da + dc)(db + dc).

?�	 (x+ y)(x+ z)(y+ z) � 8xyz2 ������ ����� ��	��� ��&���0� x2 y2 z2
�!����	 8RaRbRc ≥ 8(da+ db)(da+ dc)(db+ dc)2 ���� �� ���!��� ��	�������)

������ � ���� ��&���
 ��� �����'� ����������� ��������
 '� �	 ��
����
�
����� ������ �
 ��	��� ������� �� ��������� � ���� 	�'��� �� ���	� RaRbRc �
8dadbdc ���� ������� �� ���� ���'�2 �0�����2 ������� ���� � ����������� 	�� ���!

���4� ��� ��� #7%�) ���������� ��� ��� ��� �� ������"��� ��"��������2 �� M 9���
������� �
�)

�� � 	�����	
�
� ��	 ���	� 
����
�
�� ���� ��	���� �
 �� 	����
�� ����� �����'� ��� ����� ������ ��������
��2 ��� �� !�&� 	�������� ������� ��
����� �����!� ���
 ���� ��������
�� ���	
�
����� ���� 0���!���) 1�� ��
�	
���2 �� �@�	���2 ���!��	� ���
 ��� ��� ����������� ������������

R2
a +R2

b +R2
c � 4(d2a + d2b + d2c)

���� ���
2 �0������2 ��� ��� ������������ �� ���� ��"�	!���) 5������ ����
������������ ������ ���� �	 ���� �
 �� �	 ���4����
� �� ���������
 '� �� ���
���

�� ���� �	 �!����� ��	
����� ��&�����)

������	�	� �� -�� ABC �� ������"� ��"�������� '� M �� ����� ��������
�� ���������� ��� �� �������� ����) 50�	 ������ ��� ��������� ��� �����&���� ��

2(d2a + d2b + d2c + dadb + dadc + dbdc) � R2
a +R2

b +R2
c � 4(d2a + d2b + d2c).

 ���
���	���� ?�������� � �!���0�� ���!�!�� ���� �
2 ���
 a = b = c = l2
��������
���� �������� �� ��	��������� ���	���� ����� �� �����&����� � ��0��
Ra ≥ db+dc2 Rb � da+dc2 Rc � da+db2 ���� �
 �0�	 ��'��� R2

a+R2
b +R2

c ≥
(db+dc)

2+(da+dc)
2+(da+db)

22 ����
 �!����	 ���	� ����������� �����
 ���



��7 �������� 	� 
��� ����������

���� ��� �4�� M ���� ������� ������"������) ,� ���	����2 �� ����� �
 9 0
&��
'� �
 ������ � ���� ����������� ��������� �� 	�� ���� �"��� ��4� �� ��	���)

-�� ������ α 	
���� ���"����� ���	�� �� AM �� ��
���	�� ��� A �
������"����� �9���� ��3 �������
 ��	������ ����	 ��������� �
 α ∈ [0, π/6] '�
�
 M ���� ������ �� �����'� ����� � ��
���	�� �� ������� C) 5�����

db = Ra sin
(π
6
− α
)
= Ra

(
1

2
cosα−

√
3

2
sinα

)
'�

B C

Ra

Figura 3

da

�

u

A dc = Ra sin
(π
6
+ α
)
= Ra

(
1

2
cosα+

√
3

2
sinα

)
,

���� ��	���

d2b + d2c = R2
a

(
1

2
cos2 α+

3

2
sin2 α

)
.

5��� da + Ra cosα = l
√
3/2 ���
���	�� ������"������2

���� �������
	A�2 �4�
 �� ��	

4(d2a + d2b + d2c) = 6R2

a + 3l2 − 4lRa

√
3 cosα.

5��	

R2
b =

(
l

2
+Ra sinα

)2

+ d2a, R2
c =

(
l

2
−Ra sinα

)2

+ d2a

�� ���� ���� ������
	� ������	 ��

R2
a +R2

b +R2
c = 3R2

a + 2l2 − 2lRa

√
3 cosα.

5�����2 ������������ �� ��	������� ��0���

3R2
a − 2lRa

√
3 cosα+ l2 � 0 ⇐⇒ (

√
3Ra − l)2 + 2lRa

√
3(1− cosα) � 0,

���	
 �� ���� ���� ����
) ���������� �� �����&��&
 ���
 '� ��	�� ���

√
3Ra = l

'� cosα = 1 ����� α = 0� ����
 ������ M �� ������� ������"�����) � ���	��
'� ���������0 �
 �	 ����� �@���	� ����� ���������� �	������� �� ������� ��
��	�� ��� ������ ��� '� �� ���	�� ���"� �'� � 9���� �
 9� �'� �4�
 0��	�
������ ���	���� �����	��
 ��&���� ��������� M�)

+�� ����������� ���� �
 ��� ������	 ��� �� ��&�� ������"����� ��"���������2
���
 '��	 �� Ra2 Rb '� Rc2 ������ ���� !��� �����	����
 ������ ������"�����)
+�� ������ �0�	 ���	��������2 ��� 0����� � ������� �� #=%2 ���!��	� �$� ��
�������� ��B
����

l2 =
1

2
(R2

a +R2
b +R2

c) +

√
3

2

√
2R2

aR
2
b + 2R2

aR
2
c + 2R2

bR
2
c −R4

a −R4
b −R4

c ,

���� �� ���� ����� ���	������ ������������ ��∑
R4

a −
∑

R2
aR

2
b − l2

∑
R2

a + l4 = 0

���	��� ���� ��������)




� ���������� �� �����
�� �
���������� ������������� ��6

�� �� ���
 �����2 ���
 �����	 cos2 u + sin2 u = 1 ������ ���"��� u =�BMC �0�	 (
R2

b +R2
c − l2

2RbRc

)2

+

(
lda
RbRc

)2

= 1;

�������4�� �
��	

R4
b +R4

c − 2R2
bR

2
c − 2l2(R2

b +R2
c) + 4l2d2a + l4 = 0,

��� �������2 ������
 �� ���� ���
 �!������ ���� ���	��
�� ��������� �������
��

2
∑

R4
a − 2

∑
R2

aR
2
b − 4l2

∑
R2

a + 4l2
∑

d2a + 3l4 = 0.

>� ��4�'��2 ���
 �� ���� ��
��	 ����������� �� 	�� ��� ��	�����
 �� =2 �
	4��	
��

4l2
∑

d2a − 2l2
∑

R2
a + l4 = 0 ⇐⇒ 4

∑
d2a − 2

∑
R2

a + l2 = 0.

����!�!�� �� ����� �!���� '� ������ ������
 ���������� ���� ����
 ������ ���

���"����� ��"�������� �� ���� '��� �������� ��� ���� ����� ��� ���������� �
�
�� 04����� '� �� ������)� ,��
 �� 	�� �	����	 '� �
 da + db + dc = l

√
3/2

�� ���	���
 ����������� � ������"����� ��"��������� '� ������	 ��� � �����������
!�����������
 �
��	

3l2

4
= (da + db + dc)

2 � 3(d2a + d2b + d2c),

���� l2 � 4(d2a + d2b + d2c)) 5�����

0 = 4
∑

d2a − 2
∑

R2
a + l2 � 8

∑
d2a − 2

∑
R2

a

'� �0�	 ���
 � ��	��������� ������ ��� ��
� ���� ����������� ��� �����&����
=) ?�������� 0� '�� ����� �
 � �!���
 '� �� ���	�2 ��� ����������� �� 	�� ���)�

C
 	�� 	������
	 �� ���"����� �
 ������������ R2
a + R2

b + R2
c � 4(d2a +

d2b + d2c) �� ����� 9 ��������
 0���!��
 �� ����� ������"�8 � ��9����� �
 �����	
�� ������"� ������� '� �� M 	������� !�&�� ����8 �� 0� 0���� �
2 ���
 ��������
������ �����	�� ��������� ����� '� �����	�� !�&�� ���� ��9����� �� 	��� ����
��9����� �� 	���2 ������ ������������ ��� ��� �� ���� ��"�	!��) ,� ���	����2
�����
	 ����������� ���������� �
 ����� '� ���� ��������
�� �� ����� ��� 
 ���� �

9� ���0
���� �
�
 ����������)

�� �� ��
 �� ��	���� 5'� ��	 �	 ����2 .��

��/ � ��	������� � ����������� 	�� ��������
 �����
��� ��������
 ������
 �� �����2 ���	� � ��
��� �


Ra +Rb +Rc � 2(la + lb + lc)
���� la, lb, lc ���� �����	��� !������������ ����������
��� ���"������� �BMC2 �CMA '� �AMB ��� ���

���"������ BMC2 CMA '� ��������0 AMB �9����
$�)

B CFigura 4

A

Ra

Rb Rc

lb

la

lc
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>� ���� �� ��	��&
 ��� �� 0�	 ������ ���
 �� � ���
 ���	���
 ��������

&��� � ��������
��� �����
+������ �� �� 0���� #�%�) 5��	�2 ���� 0��!� ������
��	
����� ��&�����8

B C

Figura 5

A

M

N

P

D

E

F

������	�	� �� C
 ���������	 �
 ������

���������� �� �������� BC2 CA '� AB ��� ������"�

���� ABC �� �������� D ∈ [BC]2 E ∈ [CA]2
��������0 F ∈ [AB] �� �����������&
 ���
 �4��
���
 �� �������� M,N,P 2 �'� ��	 �� 0��� ��
9����  ) 5����� ��� ��� ������������

AM +BN + CP � ND + PD +ME + PE +MF +NF.

�0�����2 ���
 �������� M 2 N '� P ������� �����
 ���
 ����������������
�� D2 E '� F �� �������� ������"����� ���� �����������2 ���
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