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1. Inegalitati clasice de tip Erdés-Mordell. Inegalitatea men-
tionata in titlu — punctul (c) din enuntul de mai jos — a fost propusa de
citre Paul Erdds in 1935 ca problema deschisa [4] (se pare ca el a ajuns la
acest rezultat pe cale empiricd) in The American Mathematical Monthly si
a fost demonstratd abia doi ani mai tirziu de cdtre L. J. Mordell si de cétre
D. F. Barrow in aceeeasi revista [5| (numele celui de-al doilea rezolvitor a
fost retinut in legaturd cu o intdrire a inegalitatii originale). Nenumaérate
alte solutii, generalizari si aprofundari ale temei au urmat gi, pesemne, vor
mai urma; noi aici intentionam sa prezentam la rand cateva inegalititi care
fac parte din aceeasi familie cu inegalitatea Erdgs-Mordell, ultima dintre ele
mai putin cunoscutd (noi nu am intalnit-o in literaturd). Am pornit de la
problema 71 de la pagina 393 din [3] si de la problema 67 din [6] pe care
le-am pus laolalta in urmatorul enunt:

Propozitia 1. Fie ABC un triunght cu lungimile laturilor BC' = a,
AC = b, AB = ¢ gi aria S. Fie M un punct in interiorul sau pe laturile
sale gi fie Ry = MA, Ry = MB, R. = MC distantele sale la varfurile
triunghiului, respectiv fie d, = d(M,BC), d, = d(M, AC), d. = d(M,AB)
distantele punctului M la laturile triunghivlui. Atunci au loc inegalitagile:

(a) aRy + bRy + cR. > 45,
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(b) Radg + Rpdp + Rede > 2(dgdp + dgd. + dpd,);
(C) R, + Ry + R > 2(da +dy, + dc);
(d) RoRyR: = (dg + dp)(dg + de)(dp + de) = 8dgdpd,.
Demonstratie. Avem, evident, R, + dg = hy,

A Ry+dy > hy, R.+d. > h¢, unde cu hgy, hy, h. am notat
lungimile inaltimilor triunghiului (din A, B, respectiv
R, C). Egalitate in R, + d, > h, avem dacd si numai
M d, ha dacid M apartine inaltimii din A (figura 1). Rezulta
B Figura 1 C aR, + ady, > ah, = 25 = ad, + bdy, + cd,,

deci aR, = bdy + cd, si inca doud inegalititi similare.

Adunandu-le pe toate trei (si tinand iar seama de ad, + bdy + cd. = 25)
obtinem prima inegalitate (a).

Datorita observatiei de mai sus, egalitatea la punctul (a) se realizeaza
dacd gi numai dacd M se afla pe fiecare indltime a triunghiului, deci cand
el coincide cu ortocentrul acestuia (in particular, rezulta cid inegalitatea este
mereu strictd daca triunghiul este obtuzunghic).

Pentru inegalitatea de la punctul (b), sd rescriem aR, > bdy + cd. in
forma

b
Rada > ~dady + ~dod,
a a
si sd adunam cu celelalte doud inegalitati analoage. Obtinem

Rada+Rbdb+Rcdc> 94—9 dadb+<g+2)dadc+ 9"‘9 dbdc>
b a c a c b

= 2(dadb + dadc + dbdc)a
utilizand si inegalitatea binecunoscuta Y > 2 (pentru z,y > 0).
T

Egalitatea se realizeaza in triunghiul echilateral, si pentru M in centrul
triunghiului, cum ugor se poate vedea.
Punctul (c) este inegalitatea Erdgs-Mordell si nu se mai poate demonstra

pornind de la R, 4+ d, > hg; e nevoie de o abordare mai subtila.
Anume, consideram punctul M’ - simetricul lui

M fata de bisectoarea unghiului xBAC al tri-
unghiului (figura 2) si scriem si pentru acesta
inegalitatea AM' + d(M’', BC') > h,. Nu e greu
de vizut ca AM' = R, si ca distantele lui M’
la laturile AB si AC' ale triunghiului ABC sunt
egale cu dy, respectiv d.. Dacd mai notam cu d,
B Figura 2 C  distantadela M’ la BC, avem deci R,+d,, > hg,
de unde

aRy + ad), > ah, = 2S5 = ad), + bd,. + cdy =

b
s aR, > bd, + cdy < R, > 2d.+ dy.
a a
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Adundm cu cele doua inegalitéti obtinute prin permutari circulare gi ajungem
la celebra inegalitate Erdgs-Mordell:

b b
Ra‘i’Rb‘i’RcZ _+E da"i’(g‘i‘g)db"i_ g‘i‘_ ch
c b c a b «a

> 2(dg +dp + d.)
(din nou prin intermediul inegalititii L + g > 2). Egalitatea se realizeazi
x

daca gi numai daca triunghiul ABC este echilateral si M este centrul sdu.

In fine, inegalitatea (d) este, cum spuneam, problema 67 din [6] si
primegte acolo o solutie trigonometrica; noi am observat ca i se poate da
o justificare pe baza celor de mai sus. Adunam pentru asta aR, > bdy, + cd,.
cu aR, 2 bd. 4 cdp, impéartim prin a gi obtinem

R, > (b+ c)(dp + dc);
a
desigur, se mai obtin doua inegalitati similare gi toate cele trei inegalitati

conduc (prin inmultire membru cu membru) la

(a+b)(a+c)(b+c)

abe

8R,RyR, > (da + dy)(da + do)(dy + d.).

Cum (z+y)(z+ z)(y + z) = 8xyz, pentru orice numere pozitive x, y, z,
obtinem 8R,RyR. > 8(dy + dp)(d, +d.)(dy +d.), ceea ce trebuia demonstrat.

Partea a doua rezulta din aceeasi inegalitate cunoscuta gi am adaugat-o
acolo pentru ca simtul estetic al autorului a fost miscat de forma R, RyR. >
8d,dpd,. care decurge de aici (desi, evident, aceasta este o inegalitate mai slaba
decat cea din [6]). Egalitatea are loc tot in triunghiul echilateral, cu M fiind
centrul sau.

2. O inegalitate mai putin cunoscuta. Este limpede cd un model
se poate deslusi din toate aceste inegalitati, iar pe baza modelului oricine se
poate intreba daca alte inegalitati asemanatoare sunt valabile. Noi ne-am
pus, de exemplu, problema daca are loc intotdeauna inegalitatea

R2 4+ R} + R? > 4(d? + d; + d?)

(sau dacd, eventual, are loc inegalitatea cu sens schimbat). Aceasta este
inegalitatea despre care am spus ca nu am intalnit-o in literatura si in legatura
cu care am obtinut urméatorul rezultat.

Propozitia 2. Fie ABC un triunghi echilateral gi M un punct oarecare
in interiorul sau pe laturile sale. Avem atunci (cu notatiile din propozitia 1)

2(d2 + d} + d2 + dady + dad, + dyde) < R2+ R} + R? < A(d2 + d} + d).

Demonstratie. Cititorul a observat probabil deja ca, daci a = b =c =1,
inegalitatile folosite in demonstratia primului punct al propozitiei 1 devin
Ry > dp+de, Ry > dog+d., Re > dg+dp, deci ca avem (usor) R2+ RZ + R? >
(dy+de)? + (dy +d.)? + (dy +dp)?, adici obtinem prima inegalitate dorita (cu
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egal tot cand M este centrul triunghiului). De asemenea, se poate sa fi vazut
si ca pentru a doua inegalitate lucrurile nu mai sunt chiar atat de simple.

Fie atunci « masura unghiului format de AM cu indltimea din A a
triunghiului (figura 3); datoritd simetriei putem considera ca a € [0,7/6] si
cd M este situat de aceeagi parte a indltimii ca punctul C'. Atunci

. (T 1 V3.
dy = R, sin (E—a) —Ra<§cosa—78ma>

1 3
d. = R, sin (z + a) = R,| = cosa + \/——sina ,
6 2 2
prin urmare

1
d? + d* = R? (50082a+%sin2 > .
Apoi d, + R, cosa = 11/3/2 (iniltimea triunghiului),

deci (calculdam!), pana la urma

4(d% + dz +d?) = 6R2 + 31> — 4lR,\/3 cos cv.

B Figura 3 C

Acum

! 2 l ?
R§=<§+Rasma) +d2, R2=<§—Rasina) +d;

de unde (iar calculim) ajungem la
R2 + R} + R? = 3R2 + 21> — 21R,V/3 cos av.
Astfel, inegalitatea de demonstrat devine
3R%2 —2IR,V3cosa+12>0 < (V3R, —1)* 4 2R,V3(1 — cosa) > 0,

form3 in care este clard. Egalitatea se realizeazi daca si numai dacd 3R, = [
si cosa = 1 (deci @ = 0) adica pentru M in centrul triunghiului. E frumos
si instructiv cid am putut exprima toate distantele implicate in functie de
numai una dintre ele si un anumit unghi (si e firesc si fie aga catd vreme
aceste elemente determind pozitia punctului M).

Mai spectaculos este ca (ne referim tot la cazul triunghiului echilateral),
daca stim pe R, Ry si R., atunci este bine determinata latura triunghiului.
Mai precis avem (demonstrati, sau vedeti o solutie in [2|, problema 143 la
paginile 110-111)

1 3
12 = 5(33 + R} + R2) + §\/2R§R§ +2R2R2 + 2R?R2 — R* — R} — R4,
ceea ce duce (prin eliminarea radicalului) la

S RI-D RIRI-1PY R2411=0

(sumele sunt ciclice).
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Pe de altd parte, daca scriem cos? u + sin?

XBMC avem
<R§+Rg—12)2+( ld, >2 L
2Ry R, RyR. ’
rearanjand gasim

R} + R} — 2RZR? — 21*(R} + R?) + 41*d> +1* = 0,

iar aceasta, adunata cu cele doua obtinute prin permutari circulare conduce

la
23 Ry —2) RIRy —4) RI+41*) di+31"=0.

In sfarsit, daca de aici scadem identitatea de mai sus inmultita cu 2, rimanem

cu
AP de =2 R+ =0 = 4) di—2> RI+1*=0.

(Probabil se poate obtine si altfel aceastd identitate care leagd latura tri-
unghiului echilateral de cele gase distante ale unui punct din interiorul sdu
la varfuri si la laturi.) Daci ne mai amintim si ci d, + dp + d. = 11/3/2
(o frumoasa proprietate a triunghiului echilateral) si folosim iar o inegalitate
binecunoscuta gasim

312

o= (do + dp + d.)? < 3(d* + d2 + d?),

deci 12 < 4(d? + d? + d?). Atunci

0=4) di—-2) R2+1°<8) di—2) R:

si avem inca o demonstratie pentru cea de-a doua inegalitate din propozitia
2. Cititorul va gti sigur sa o obtina si pe prima, din identitatea de mai sus.0

u = 1 pentru unghiul v =

S4 mai mentiondm in incheiere ci inegalitatea R + R? + R? < 4(d? +
d? + d?) nu poate fi declarata valabild in orice triunghi: e suficient si alegem
un triunghi isoscel si pe M mijlocul bazei sale: se va vedea ca, daca raportul
dintre lungimea laturilor egale si lungimea bazei este suficient de mare (sau
suficient de mic), atunci inegalitatea are loc cu sens schimbat. De asemenea,
sugeram cititorilor interesati sa caute si alte inegalitati de acest tip - care sa
fie adevarate fara restrictii.

3. In loc de epilog. Asa cum am spus, Bar-
row a demonstrat o inegalitate mai puternica decit
cea originala propusa de Erdds, anume a aratat ca

Ra+Rb+Rc> 2(la+lb+lc)
unde [g, Iy, . sunt lungimile bisectoarelor interioare
ale unghiurilor ¥BMC, <CMA si <AM B din tri-

unghiurile BMC, CM A i respectiv AM B (figura
4). B Figura 4 C
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In cele ce urmeazi noi ne vom referi insd la o altd frumoasa generali-
zare a inegalitdtii Erdds-Mordell (a se vedea [1]). Anume, este vorba despre
urmatorul rezultat:

Propozitia 3. Sa presupunem ci perpen-
dicularele pe laturile BC', C A si AB ale triunghi-
ului ABC' in punctele D € [BC|, E € [CA],
respectiv F' € [AB] se intersecteaza doud cate
doua in punctele M, N, P, asa cum se vede in
figura 5. Atunci are loc inegalitatea

AM+BN+CP>ND+PD+ ME + PE+ MF + NF.

Evident, dacid punctele M, N gi P coincid (adica dacd perpendicularele
in D, E si F pe laturile triunghiului sunt concurente), regiasim inegalitatea
Erdés-Mordell.

Demonstratia porneste de la relatia obtinuta mai sus

b
R, > —d. + Sd,
a a

(folositd pentru a justifica inegalitatea originala Erdgs-Mordell), pe care acum
0 scriem

b

AM > °MF + SME.
a a

Analog avem

BN > gND + %NF

si
b
cp>>2pPE+2PD.
c c
Adunam si rearanjidm pentru a obtine

AM+BN+CP>%<%+9) (MF + NF)+
a

1 (b 1
42 (—+9> (ND+PD)+5 (£ +2) (PE+ME)+
C a C

2 b 2
1/b a 1/c b
+§ (a—g> (MF—NF)+§ <5_E> (ND — PD)+
1/a ¢
—|(-—=)(PE-MFE
+2 (c >( )
Inegalitatea dorita rezultd acum folosind iar E + Y > 2 (z,y > 0),
y

precum gi faptul ca

% (2 - %) (MF—NF)—i—% (g - g) (ND—PD)+% (% - g) (PE—ME) =
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1/b a 1/c b 1l /a ¢
— (2 N+ (E-2 NP —(———)PM:,
2(a b> +2<b c> +2 c a 0
ultima relatie rezultand din asemanarea triunghiurilor MNP si ABC (de

unde puteti observa ca M N, NP, PM sunt direct proportionale cu c,a,b re-
spectiv; sau vedeti [1]). O

Bijuteria matematica pe care intentionam s-o prezentam in finalul aces-
tei note este frumoasa demonstratie datd (in concurs!) de cétre Ciprian
Manolescu problemei a cincea, propusa de Armenia, la cea de-a treizeci si
saptea Olimpiada Internationalda de Matematicd (Mumbai, India, 1996).1)
Problema este urmatoarea:

Problema 5, OIM 1996. Fie DGEH FI un hexagon convex cu laturile
opuse paralele, adica in care DG || HF, GE || FI i EH || ID. Daca Rxyz
desemneazd raza cercului circumscris triunghiului XY Z, sa se arate ca are
loc inegalitatea

Rpce + Regpr + Rrip 2 =(DG+ GE + EH + HF + FI + ID).

1
2

Figura 6

Solutie. Paralela prin D la GE si F1I, paralela prin F la DG si HF
si paralela prin F' la FH si ID se intersecteazd doud cate doua in punctele
M, N, P (figura 6). Evident, se formeaza paralelogramele DGEP, EHF M
si FIDN, din care rezultd ca DG = PE si GE = PD, FH = MF si
HF = ME, respectiv FI=ND i ID = NF.

Consideram perpendicularele in D pe DN, in F pe EP si in F pe
F'M care se intersecteaza doud cate doud in punctele A, B,C. Tot pentru
cd DGEP este paralelogram rezulta cd Rpgr = Repp, iar, deoarece patru-
laterul CEPD este inscriptibil cu unghiurile din £ gi D drepte, rezultd ca
Rppp = Repc, unde Rppc este jumatate din ipotenuza C'P a triunghiului
EPC. Agadar

1
RDGE‘ - §CP

1)Mul‘gumim domnului profesor Mihail Baluni pentru sugestia de a include aici aceasta
remarcabild solutie a tandrului Ciprian Manolescu (de altfel singurul cu punctaj maxim
la acea Olimpiadd) — demonstratie care (printre multe altele) il anunta incd de atunci pe
redutabilul matematician de astazi.
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si, similar
1 1
Reur = §AM’ Rpip = 53N7

ceea ce inseamnd ca inegalitatea de demonstrat devine

1 1 1 1
50P+ §AM+ EBN > 5(PE+PD+MF+ME+ND+NF),
adica

AM+BN+CP>ND+PD+ME+ PE+ MF+ NF,
cu alte cuvinte exact generalizarea inegalitatii Erdés-Mordell din propozitia
3.
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