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METODE DE CALCUL A UNEI LIMITE CU INTEGRALE

Gheorghe Alexe
1)

George-Florin S, erban
2)

În anul 2001, la concursul nat,ional de titularizare a profesorilor de
matematică a fost propusă urmatoarea problemă.

Dacă f : R → R, f(x) =
√
x2 + 1, calculat, i

lim
n→∞

(
n

∫ 1

0
f(x)dx−

n∑
k=1

f
(k
n

))
.

Vom prezenta câteva metode de rezolvare a acestei probleme, care pot
fi folosite pentru orice funct,ie integrabilă, cu derivata continuă. As,adar, vom
aborda problema:

Dacă f : [0, 1] → R este o funct,ie de două ori derivabilă, cu derivata a
doua mărginită, calculat,i

lim
n→∞

(
n

∫ 1

0
f(x)dx−

n∑
k=1

f
(k
n

))
.

Metoda 1. (folosim formula trapezelor) Este bine cunoscut că, dacă
(x0, x1, . . . , xn) este o diviziune a intervalului [a, b], atunci∫ b

a
f(x)dx ≈

n−1∑
k=0

f(xk) + f(xk+1)

2
(xk+1 − xk),

cu eroarea∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx−

n−1∑
k=0

f(xk) + f(xk+1)

2
(xk+1 − xk)

∣∣∣∣∣ � (b− a)3

12n2
sup |f ′′(x)|.

În cazul particular [a, b] = [0, 1] s, i xk = k/n, k = 0, n obt,inem∣∣∣ ∫ 1

0
f(x)dx− f(0) + f(1) + 2

∑n−1
k=1 f(k/n)

2n

∣∣∣ � M

12n2
,

unde M = sup |f ′′(x)|. Rezultă∣∣∣∣(n
∫ 1

0
f(x)dx−

n∑
k=1

f
(k
n

))
− f(0)− f(1)

2

∣∣∣∣ � M

12n
,

deci limita cerută este
f(0)− f(1)

2
.
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Metoda 2. (folosim formula lui Taylor de aproximare pătratică) Fie
G : [0, 1] → R, G(x) =

∫ x
0 f(t)dt. Atunci G′(x) = f(x), G′′(x) = f ′(x) s,i

G(x) = G(x0) +
G′(x0)

1!
(x− x0) +

G′′(t(x0, x))
2!

(x− x0)
2,

cu t(x0, x)) ∈ (x0, x).
Fie x = k+1

n , x0 = k
n . Rezultă G(k+1

n ) = G( kn) +
1
nG

′( kn ) +
1

2n2G
′′(tk),

k = 0, n− 1. Adunând aceste relat, ii obt,inem

G(1) −G(0) =
1

n

n−1∑
k=0

f
(k
n

)
+

1

2n2

n−1∑
k=0

G′′(tk).

Deoarece G(1) −G(0) =
∫ 1
0 f(t)dt,

n

∫ 1

0
f(x)dx =

n−1∑
k=0

f
(k
n

)
+

1

2n

n−1∑
k=0

G′′(tk) =
n−1∑
k=0

f
(k
n

)
+

1

2n

n−1∑
k=0

f ′(tk).

Ultima parte – să o notăm Sn – este o sumă Riemann pentru funct,ia
continuă 1

2f
′ : [0, 1] → R, diviziunea (0, 1/n, 2/n, . . . , n/n) s, i punctele inter-

mediare (t1, t2, . . . , tn), deci

Sn → 1

2

∫ 1

0
f ′(x)dx =

f(1)− f(0)

2
.

Rezultă că limita cerută este f(0)− f(1) +
f(1)− f(0)

2
=

f(0)− f(1)

2
.

Metoda 3. Avem

xn = n

∫ 1

0
f(x)dx−

n∑
k=1

f
(k
n

)
= n
(∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f
(k
n

))

= n
( n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

f(x)dx−
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

f
(k
n

)
dx
)
= n

n∑
k=1

(∫ k
n

k−1
n

(
f(x)dx−f

(k
n

))
dx
)
.

Aplicăm teorema de medie a lui Lagrange: există ck,x ∈ (x, k
n) astfel

ı̂ncât f(x) − f( kn) = f ′(ck,x)(x − k
n). Deoarece funct,ia f ′ este derivabilă,

restrict, ia ei pe orice interval compact este mărginită s, i ı̂s, i atinge marginile,
deci există ak, bk ∈ [(k − 1)/n, k/n] astfel ı̂ncât

f ′(ak) � f ′(x) � f ′(bk),∀x ∈ [(k − 1)/n, k/n].

Obt,inem

n
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

f ′(bk)
(
x− k

n

)
dx � xn � n

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

f ′(ak)
(
x− k

n

)
dx.
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Deoarece
∫ k/n
(k−1)/n(x− k/n)dx = 1

2n2 , rezultă

− 1

2n

n∑
k=1

f ′(bk) � xn � − 1

2n

n∑
k=1

f ′(ak).

Majorantul s, i minorantul obt,inute reprezintă sume Riemann ale funct,iei con-
tinue −1

2f
′, asociate diviziunii (0, 1/n, . . . , n/n) s, i punctelor intermediare

(b1, b2, . . . , bn), respectiv (a1, a2, . . . , an), deci tind amândouă către

−1

2

∫ 1

0
f ′(x)dx =

f(0)− f(1)

2
,

valoare care reprezintă s, i limita lui xn.

Metoda 4. Avem xn = n
( n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f
(k
n

))
. Integrând

prin părt,i avem∫ k
n

k−1
n

f(x)dx =

∫ k
n

k−1
n

(
x− k − 1

n

)′
f(x)dx =

(
x− k − 1

n

)
f(x)

∣∣∣ kn
k−1
n

−
∫ k

n

k−1
n

(
x− k − 1

n

)
f ′(x)dx =

1

n
f
(k
n

)
−
∫ k

n

k−1
n

(
x− k − 1

n

)
f ′(x)dx.

Aplicăm a doua teoremă de medie pentru integrale: dacă f este con-
tinuuă pe [a, b], g este integrabilă pe [a, b] s, i g(x) � 0,∀x ∈ [a, b], atunci
există ξ ∈ [a, b] cu ∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

Astfel, pentru g(x) = x− k−1
n � 0,∀x ∈ [k−1

n , k
n ], integrabilă pe [k−1

n , k
n ],

există ξk ∈ [k−1
n , k

n ] astfel ı̂ncât∫ k
n

k−1
n

(
x− k − 1

n

)
f ′(x)dx = f ′(ξk)

∫ k
n

k−1
n

(
x− k − 1

n

)
dx =

f ′(ξk)
2n2

.

Rezultă

an = −n

n∑
k=1

f ′(ξk)
2n2

= −1

2

n∑
k=1

f ′(ξk)
n

→ −1

2

∫ 1

0
f ′(x)dx =

f(0)− f(1)

2
.

Lăsăm ca temă următoarea problemă.

Calculat,i lim
n→∞

(
n2

∫ 1

0
f(x)dx− n

n∑
k=1

f
(2k − 1

2n

))
, unde f : [0, 1] → R

este de două ori derivabilă, cu derivata continuă.
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MEDIA LOGARITMICĂ

Mihai Dicu
1)

Not, iunea de medie este foarte importantă ı̂n matematică, ca s,i ı̂n multe
alte domenii. Pentru a ı̂nt,elege ce este o medie ı̂n matematică, care sunt pro-
prietăt, ile unui număr pentru a fi media altor numere, recomandăm cititorului
lucarea [14].

În cele ce urmează vom introduce media logaritmică pentru două nu-
mere reale strict pozitive, ca limita comună a unor perechi de ,,s, iruri gemene”,
vom expune alte exprimări ale sale, vom studia legăturile sale cu celelalte
medii importante s, i vom generaliza unele dintre ele.

Definit, ie. Fie numerele a, b ∈ (0,∞). Numărul

L(a, b) =

⎧⎨
⎩

b− a

ln b− ln a
,pentru a �= b

a ,pentru a = b

se numes,te media logaritmică a numerelor strict pozitive a s, i b.
Observat, ie. Media logaritmică a două numere strict pozitive s, i diferite

este un număr strict pozitiv care este egal cu inversul numărului care repre-
zintă valorea medie a funct,iei logaritmice pe intervalul [a, b].

Propozit, ia 1. Fie numerele a, b ∈ (0,∞), a < b. Sunt adevărate ur-
mătoarele afirmat,ii:

1.1. S, irurile (an)n�1, (bn)n�1 definite prin

a1 =
a+ b

2
, an+1 =

an + bn
2

,∀n � 1;

b1 =
√
ab, bn+1 =

√
an+1bn,∀n � 1

sunt convergente, având limita comună L(a, b).
1.2. S, irurile (cn)n�1, (dn)n�1 definite prin

c1 = a, cn+1 =
cn +

√
cndn

2
,∀n � 1;

d1 = b, dn+1 =
dn +

√
cndn

2
,∀n � 1

sunt convergente, având limita comună L(a, b).
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