METODE DE CALCUL A UNEI LIMITE CU INTEGRALE
GHEORGHE ALEXEY GEORGE-FLORIN SERBAN?)

In anul 2001, la concursul national de titularizare a profesorilor de
matematica a fost propusa urmatoarea problema.

Daca f: R = R, f(z) = Va2 + 1, calculati

o e $51(5)

Vom prezenta cateva metode de rezolvare a acestei probleme, care pot
fi folosite pentru orice functie integrabila, cu derivata continua. Asadar, vom
aborda problema:

Daca f:]0,1] — R este o functie de doud ori derivabila, cu derivata a
doua marginita, calculati

i (o[ stens =32 1(3))

Metoda 1. (folosim formula trapezelor) Este bine cunoscut ca, daca
(zo,21,...,Ty) este o diviziune a intervalului [a, b, atunci

b n—1
/ fz)dz ~ Z fo) +2f(xk+1) (Th1 — @),
a k=0

Cu eroarea
b n—1 bh— 3
/a f((L‘)de‘ _ l;) f(-Tk;) +2f($k+1) (karl . xk) < ( 127;) sup ‘f”(.%’)‘

In cazul particular [a,b] = [0,1] si z; = k/n, k = 0, obtinem

| /1 Fayde — SO IO+ 2500 /) - M
0

on = 1202’

unde M = sup |f”(z)|. Rezulta

f(0) = f(1)
TR

deci limita ceruta este
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Metoda 2. (folosim formula lui Taylor de aproximare patratica) Fie

G:[0,1] = R, G(z) = [, f(t)dt. Atunci G'(z) = f(x), G"(z) = f'(x) si

G/SCO) (x —x0) + 7@/@(;!0’ 2)

G(x) = G(zo) + (x — z0)?,

cu t(xo, ) € (o, ).
Fie z = 2 29 = £ Rezulta G(EEL) = G(&) + LG'(E) + 4G (),
k =0,n — 1. Adunand aceste relatii obtinem

IR 1 = "
G(1) — :;Z ( )+2—n22G(tk).
k=0

Deoarece G(1) — G(0) = fol f(t)dt,

n—1 k 1 n—1

n/olf(:r)dx = le_:lf(%) + %HZ_:IG”(%) = Zf(g) + %Zf,(tk)'
k=0

k=0 k=0 k=0

Ultima parte — sa o notam 5,, — este o suma Riemann pentru functia

continud 3£ : [0,1] — R, diviziunea (0,1/n,2/n,...,n/n) si punctele inter-
mediare (t,to,...,t,), deci
1 ! / o f(l) - f(O)
Sn—>§/0 f(x)dx—f.
S = f0) _ fO0) - (1)

Rezulta ca limita ceruta este f(0) — f(1) + =

Metoda 3. Avem

o [ e =S s(5) <o [ stone- 2355 (2))
o o5 [ o))

Aplicam teorema de medie a lui Lagrange: exista ¢, € (z, —) astfel
incat f(z) — f(£) = f'(cxo)(x — £). Deoarece functia f’ este derivabila,

n
restrictia ei pe orice interval compact este marginita si isi atinge marginile,

deci exista ag, by € [(k — 1)/n, k/n| astfel incat

fllar) < f'(@) < f(bk), Vo € [(k = 1)/n, k/n].
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Deoarece f(lz/fl)/n(x —k/n)dz rezulta

1
— 2n2>»

1 & 1 :
—%I;f(bk) San < —g->  f(aw).

Majorantul si minorantul obtinute reprezinta sume Riemann ale functiei con-
tinue —% [, asociate diviziunii (0,1/n,...,n/n) si punctelor intermediare
(b1,ba,...,by), respectiv (ay,as,...,a,), deci tind amandoua catre

Lt _f0) = f(1)
—5/0 f(ﬂﬁ)dx—f,

valoare care reprezinta si limita lui z,,.

n % 1 n k A
Metoda 4. Avem z,, = n(é /% f(x)dz — - g f(£>> Integrand

prin parti avem

: f(:c)d:c:/i (ac—%)/f(:c)d:c: (x—%)f(x)

k-1

_ /kl (=) parde = (5 - ﬁll (¢ payan.

3= 3

Aplicam a doua teorema de medie pentru integrale: daca f este con-
tinuua pe [a,b], g este integrabilda pe [a,b] si g(x) > 0,Vz € [a,b], atunci
exista £ € [a, b] cu

[ e =19 [ owar

Astfel, pentru g(z) = z— 21 > 0,vx € [, ] integrabils pe [E1, £

n n

existd &, € [E=1, £] astfel incat
0 k-1 0 k-1 ’
/ﬂ (:c— - )f’(f'«“)df'«“ Zf'(fk)/E (CU— - )dﬂﬁ = f;,f;)'
Rezulta
_ ~ (&) I S(&) Lt O =f@)
an = —nl; o2 = —§k:1 " — —5/0 fi(z)dx = —

Lasam ca tema urmatoarea problema.

Calculati lim | n? /1 f(z)dz — nzn: f<2k —
7 n—oo 0 1 2n

este de doua ori derivabila, cu derivata continud.

)), unde f:]0,1] — R
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