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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICATII ALE IDENTITAI‘ILOR ALGEBRICE IN
TEORIA NUMERELOR
RozALIA MARINESCUY si STELUTA MONEA?)

Aceasta lectie, adresata elevilor din clasele VI-VIII, pune in evidenta
un set de probleme din teoria numerelor a caror solutionare se bazeazi pe
utilizarea unor identitati algebrice cunoscute.

Teoria numerelor reprezinta un capitol important din matematica. Pro-
blemele asociate acestui domeniu au grade diferite de dificultate. In acest
context, consideram ca acest material este extrem de util tuturor elevilor
care doresc sa se antreneze pe aceasta tema. Scopul principal este de a pune
in evidenta un set de probleme dezvoltate in jurul unor identitati algebrice
cunoscute.

Prima identitate pe care o vom folosi este

a® —b" = (a—b)(a" + a4 .. Fab" 2 o), (1)
valabila pentru orice a,b € R, n € Nyn > 2.

Problema 1. Fie n un numar compus. Atunci a”™ — b este numar
compus, oricare ar fi a,b € N*, a >bgineN, ,n>2.

Solutie. Fie p,q € N, p,q > 2 astfel incat n = pq. Aplicim (1) succesiv
si atunci avem

@b = (@) - ()
= (aP — bP) (ap(q—l) + gPla—2)pa 4 )

= (a—b) (aqfl +al 2+ .. ) (ap(qfl) + qPla=2)pa 4 ) ’
ceea ce conduce la concluzia problemei.
Problema 2. Fie a,b € N*. Demonstrati ca (2° — 1) : (2% — 1) dacd si

numai dacd b : a.

Solutie. Daca b : a, atunci existd ¢ € N* astfel incat b = ac. Atunci

26 —1=12%_1=(29°~1=(20—1) (27D y2uc=2) 4 yo141),

deci (20 —1) 1 (2¢ —1).
Reciproc, fie ¢,r € N astfel incat b = ac + r si r < a. Atunci

2b 1= 2ac+r 1= 2ac+r _9or +2r 1= 2r((2a)c . 1) 4+ (2r . 1)
= 2m(2% — 1)(2%eD) p9a(e=2) 490 4 1) 4 (27 —1).
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Deoarece (2° —1) : (2% — 1), deducem ca (2" —1) : (22 —1). Dar 2" — 1 <
2¢—1, deci 2"—1 = 0. Obtinem r = 0, adica b : a, ceea ce incheie demonstratia.

Problema 3. Fie a € N, a > 2. Dacd 2* — 1 este numdar prim, atunci
a este numar prim.

Solutie. Daca a nu ar fi prim, ar exista p,q € N,p,q > 2 astfel incat
a = pq. Atunci am avea

20 1= (2P)1 —1=(2F — 1) (2p(q—1> porad 4 yop oy 1) :
adica 2% — 1 ar fi numar compus. Acest fapt contrazice ipoteza si incheie
demonstratia.
Urmaétoarea identitate pe care o vom valorifica este
a" +b" = (a+b) ("t —a" 24 fab"? ) (2)
valabila pentru orice a,b € Rsin € N;n > 2, impar.
Problema 4. Determinatr x,y € N din egalitatea
2.4 439" =5Y +4.
Solutie. Egalitatea se scrie 22*+1 4 32041 = 5Y 4 4 Dar
92u+l 4 g2+l _ (9 4 3) (22x _o2rtl 3 ),

deci 2221 4 322+1 ge divide cu 5. Atunci 5 divide 5Y + 4. Obtinem y = 0 si
apoi z = 0.
Problema 5. Fie m,n € N, m,n > 3, impare. Demonstrati ca, daca
(10™ +1,10" 4+ 1) = 11 atunci (m,n) = 1.
Solutie. Fie d = (m,n). Atunci existd p,q € N, impare, cu m = dp si
n = dq. Din (2) obtinem
10" +1 = (109)? + 1 = (104 + 1)(104P=D — 10%P=2) 4 ),

10" +1 = (1017 +1 = (107 4 1)(10%a~Y) — 10%a=2) 4 ),
de unde deducem ci 10¢ 4 1 este divizor comun pentru 10™ + 1 si 10" + 1.
Atunci 102+1 = 11, adici d = 1, ceea ce este echivalent cu cerinta problemei.

Demersul nostru continua cu identitatea
e+ 2?4+ 1= (2 +2+1) (2 —z+1), (3)
valabild pentru orice x € R. Completam cu urmatoarele aplicatii.

Problema 6. Demonstrati ca 111 | 1032 + 106 + 1.
Solutie. Din (3) deducem ca, oricare ar fi @ € Z si k € N*, avem ca

a** + a®* + 1 este divizibil cu a?* + a* 4+ 1. Aplicand succesiv acest lucru,
deducem ca 1032 + 1016 + 1 se divide cu 10% + 10 + 1 = 111.
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Problema 7. Determinati numerele x,p € N g1 p prim pentru care
16" +4% + 1 = p.

Solutie. Avem

16° +4% 41 =2" 4227 1 1 = (2% — 2% £ 1)(2%® + 2 4 1).
Deoarece p este prim obtinem 22¢ — 2% +1 = 1, adici 2% (2% — 1) = 0. Suntem
condusi la x = 0 si apoi la p = 3.

Ultima identitate pe care o vom mentiona in acest material este

a' + 46" = (a® — 2ab + 2b*) (a® + 2ab + 2b%) , (4)
valabila pentru orice a,b € R.

Problema 8. Determinati n € N* pentru care numdarul n* 4 4" este
prim.

Solutie. Vom demonstra ca singura valoare convenabild este n = 1.
Evident, daci n este par atunci n*+4" este par si mai mare ca 2, deci nu este
prim. Dacé n este impar, n > 3, atunci exista k € N* pentru care n = 2k + 1.
Atunci

nt4at =pt44.2% = (n2 —2n - 2F 4 2. 22K (n? 4 2n - 2F 4 2. 2%F),
conform lui (4). Cum
n?—on- 28 42.9% = (n—25)2 4 28 > 1,
deducem ci n* + 4™ este numir compus, ceea ce incheie demonstratia.

Problema 9. Fie a,b € N, nedivizibile cu 5. Demonstrafi cd mdacar
unul dintre numerele a®> — 2ab + 2b* si a® + 2ab + 2b? se divide cu 5.

Solufie. Vom lucra modulo 5. Daca a nu este divizibil cu 5, atunci

a* = 1, conform Teoremei lui Fermat. Analog b* = 1, de unde a* + 4b* = 0.
De aici (a2 — 2ab + 2b2) (a2 + 2ab + 2b2) = 0 si concluzia este evidenta.

In incheiere invitam cititorii si caute, printre referintele bibliografice,
si alte aplicatii ale identitatilor prezentate in acest material sau eventual ale
altor identitati.
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