
�� 
���
����� �� 
�
��� ��������� ��� ���
��������� ���� ���� )1#

��
��
 ����
���� �� �����

��	�
���� �	� �.�����
��	(� �	*����
� 0�
��(��� ��,���	(�

$�%��
� ��	
����
�) �� ����
�� ������)

5���
�� 
������ ����
��� �
���
�� ��� �
�
�
� ><�><<<� �	�� �� ��������
	� 
�� �� ���"
��� ��� ������ �	����
�� � ����� 
�
	������� 
� "������ ��
	��
������ 	��� ���������� �
��"���� �	��
�	���

:����� �	����
�� ���������� 	� ������
 ��������� ��� ����������� ����
"
���
� �
������ ���
�	� ������	 �	 ����� �������� �� ����	
����� =� ���
�
�������� ���
������ �� ���
� �������
 �
�� ������ �� 	��
 �	�	��� �
���
��
���� ����
� 
� 
� ��������� �� ����
�� ����� ����	
 ��������
 �
�� �� � �	��
�� �������� 	� 
�� �� ���"
��� �����
���� �� @	�	
 	��� ���������� �
��"����
�	��
�	���

����� ���������� �� ���� � ��� ��
�
� �
��

an − bn = (a− b)(an−1 + an+2b+ . . .+ abn−2 + bn−1), ,#-

��
�"�
� �����	 ����� a, b ∈ R, n ∈ N, n ≥ 2.

�����
�� 	
 ��� n �� ����� �������  ����� an − bn ���� �����
������� ����	�� 	� # a, b ∈ N∗� a > b �� n ∈ N� , n ≥ 2.

&�
����� $�� p, q ∈ N, p, q � 2 �
���
 ���8� n = pq. 5�
���� (#) 
	���
��
�� ��	��� ����

an − bn = (ap)q − (bp)q

= (ap − bp)
(
ap(q−1) + ap(q−2)bq + ..

)
= (a− b)

(
aq−1 + aq−2b+ . . .

)(
ap(q−1) + ap(q−2)bq + ..

)
,

���� �� ����	�� 
� ����
	��� ���"
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�����
�� �
 ��� a, b ∈ N∗. "�������	�� �� (2b − 1)
��� (2a − 1) !	�� ��

���	� !	�� b
��� a.

&�
����� 9��� b
��� a, ��	��� ���
�� c ∈ N∗ �
���
 ���8� b = ac. 5�	���

2b − 1 = 2ac − 1 = (2a)c − 1 = (2a − 1)
(
2a(c−1) + 2a(c−2) + . . .+ 2a + 1

)
,

���� (2b − 1)
��� (2a − 1).

+�������� �� c, r ∈ N �
���
 ���8� b = ac+ r �� r < a. 5�	���

2b − 1 = 2ac+r − 1 = 2ac+r − 2r + 2r − 1 = 2r((2a)c − 1) + (2r − 1)

= 2r(2a − 1)(2a(c−1) + 2a(c−2) + . . . + 2a + 1) + (2r − 1).
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9������� (2b−1)
��� (2a−1), ���	��� �� (2r−1)

��� (2a−1). 9�� 2r−1 <

2a−1, ���� 2r−1 = 0. ."����� r = 0, ����� b
��� a� ���� �� ��� ��� �����
�������

�����
�� �
 ��� a ∈ N, a ≥ 2. "	�� 2a − 1 ���� ����� ����� 	�����
a ���� ����� �����

&�
����� 9��� a �	 �� � ����� �� ���
�� p, q ∈ N, p, q ≥ 2 �
���
 ���8�
a = pq. 5�	��� �� ����

2a − 1 = (2p)q − 1 = (2p − 1)
(
2p(q−1) + 2p(q−2) + . . .+ 2p + 1

)
,

����� 2a − 1 �� � �	��� ����	
� 5��
� ���� ���������� ������� �� ��� ���
�����
�������
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an + bn = (a+ b)
(
an−1 − an+2b+ . . .+ abn−2 − bn−1

)
, ,'-

��
�"�
� �����	 ����� a, b ∈ R �� n ∈ N, n ≥ 2� �����.

�����
�� �
 "�������	�� x, y ∈ N !�� �$	
��	��	

2 · 4x + 3 · 9x = 5y + 4.

&�
����� 6��
������ 
� 
���� 22x+1 + 32x+1 = 5y + 4. 9��

22x+1 + 32x+1 = (2 + 3)
(
22x − 22x+1 · 3 + . . .

)
,

���� 22x+1 + 32x+1 
� ������ �	 5. 5�	��� C ������ 5y + 4� ."����� y = 0 ��
���� x = 0.

�����
�� �
 ��� m,n ∈ N, m, n � 3, ���	��� "�������	�� ��� !	��
(10m + 1, 10n + 1) = 11 	����� (m,n) = 1.

&�
����� $�� d = (m,n) . 5�	��� ���
�� p, q ∈ N� ������� �	 m = dp ��
n = dq. 9�� (') �"�����

10m + 1 = (10d)p + 1 = (10d + 1)(10d(p−1) − 10d(p−2) + . . .),

10n + 1 = (10d)q + 1 = (10d + 1)(10d(q−1) − 10d(q−2) + . . .),

�� 	��� ���	��� �� 10d + 1 �
�� ������� ���	� �����	 10m + 1 �� 10n + 1.
5�	��� 10d+1 = 11, ����� d = 1� ���� �� �
�� �� ���
��� �	 ������� ���"
�����
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x4 + x2 + 1 =
(
x2 + x+ 1

) (
x2 − x+ 1

)
, ,1-

��
�"�
� �����	 ����� x ∈ R. !���
���� �	 	��������
� ��
�������

�����
�� �
 "�������	�� �� 111 | 1032 + 1016 + 1�
&�
����� 9�� (1) ���	��� ��� ������� �� � a ∈ Z �� k ∈ N∗� ���� ��

a4k + a2k + 1 �
�� ������"�
 �	 a2k + ak + 1. 5�
��8�� 
	���
�� ���
� 
	��	�
���	��� �� 1032 + 1016 + 1 
� ������ �	 102 + 10 + 1 = 111.



�� 
���
����� �� 
�
��� ��������� ��� ���
��������� ���� ���� )11

�����
�� �
 "�������	�� ������
� x, p ∈ N �� p ���� ������ �	��
16x + 4x + 1 = p.

&�
����� 5���

16x + 4x + 1 = 24x + 22x + 1 = (22x − 2x + 1)(22x + 2x + 1).

9������� p �
�� ���� �"����� 22x−2x+1 = 1, ����� 2x (2x − 1) = 0. �	����
����	�� 
� x = 0 �� ���� 
� p = 3�

/
���� ���������� �� ���� � ��� �������� �� ���
� �������
 �
��

a4 + 4b4 =
(
a2 − 2ab+ 2b2

) (
a2 + 2ab+ 2b2

)
, ,B-

��
�"�
� �����	 ����� a, b ∈ R.

�����
��  
 "�������	�� n ∈ N∗ ������ �	�� ������
 n4 + 4n ����
�����

&�
����� >�� �����
��� �� 
���	�� ��
���� �������"�
� �
�� n = 1.
6������� ���� n �
�� ��� ��	��� n4+4n �
�� ��� �� ��� ���� �� 2� ���� �	 �
��
����� 9��� n �
�� ������ n � 3, ��	��� ���
�� k ∈ N∗ �����	 ���� n = 2k+1.
5�	���

n4 + 4n = n4 + 4 · 24k = (n2 − 2n · 2k + 2 · 22k)(n2 + 2n · 2k + 2 · 22k),
������� 
	� (B) . !	�

n2 − 2n · 2k + 2 · 22k = (n− 2k)2 + 2k > 1,

���	��� �� n4 + 4n �
�� �	��� ����	
� ���� �� ��� ��� �����
�������
�����
�� !
 ��� a, b ∈ N, ��!�����%�
� �� 5. "�������	�� �� ���	�

���
 !����� ������
� a2 − 2ab+ 2b2 �� a2 + 2ab+ 2b2 �� !���!� �� 5.
&�
����� >�� 
	��� ���	
� 5. 9��� a �	 �
�� ������"�
 �	 5, ��	���

a4 ≡ 1� ������� :������� 
	� $������ 5��
�� b4 ≡ 1, �� 	��� a4 + 4b4 ≡ 0.
9� ����

(
a2 − 2ab+ 2b2

) (
a2 + 2ab+ 2b2

) ≡ 0 �� ����
	��� �
�� ���������
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