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Abstract. This paper presents a refinement of the inequality from problem
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In revista The American Mathematical Monthly (AMM), vol. 127, 3,
martie, 2020, Martin Lukarevski din Macedonia propune spre rezolvare ur-
matoarea problema:

Fie a,b si ¢ lungimile laturilor triunghivlui ABC, cu R raza cercului
circumscris si T raza cercului inscris. Sd se demonstreze ca

2 - 1 n 1 n 1 - 1
= A B (O

r
acos— bcos—  ccos —
2 2 2
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Solutie. Avem

1 n 1 n 1 1 n 1 n 1
a CcoS é b cos E €Cos g 21 sin Acos — sinBcos— sinC cos g
2 2 2 2 2 2
1 1 n 1 n 1 (1)
An sin é — sin? é sin E — sin? E sin 9 — sin? 9 '
2 2 2 2 2 2

1 .
— . 3 _ S1 avem ca
SInxr — SN~ r

Consideram functia f : (0, g) — R, f(x) =

~ 9sinz — bsin®x + 2

(@)

sin® z cost
Pentru 0 < z < 90°, f”(z) > 0. Aplicand inegalitatea lui Jensen rezulta
1 1 1
A LA B BT T _,C
sin — —sin® —  sin — —sin® —  sin — — sin® —
2 2 2 2 2
>3 ! =3 LN 8 2
UL ATBYC  GAYBIC T T 17T (2)
6 6 2 8
Din (1) gi (2) rezultd inegalitatea din stinga.
Mai departe, avem:
b + + ab B
€ COS — COS — + €a Ccos — €oS — + abcos — cos —
L R 2 "9 2 772 2 "9
A B C A B C '
acos — bcos— ccos— abc cos — cos — cos —
2 2 2 2 2 2
, (3)
Notand p = % obtinem, folosind inegalitatea mediilor,

B C p(p—>b) pp—c)  bep
be cos 5 COS 5 bC\/ e ab av/be (p—=>b)(p—rc) <

Vbe p—b+p—c  pVbe

b
< . 4
a 2 2 (4)

Pe de alta parte,

abe cos é cos E cos 9 = abC\/p<p —a) . p(p—b) . p(p—c) 2
2 2 2 be ac
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Din (3), (4), (5) si binecunoscuta inegalitate zy +yz +zx < 22 +y%+ 22,
rezulta

1 1 1 p(Vab+ Vbe +\/) at+b+c 1
acos— bcos— ccos— 2pr 2pr
2 2 2

adicd am demonstrat si inegalitatea din dreapta.
Pentru ambele inegalitati, egalitatea are loc daca gi numai daca a = b =
¢, adica in cazul triunghiului echilateral.

<

O rafinare a inegalitatii precedente
In orice triunghi ABC avem

3f <y i VPP r? HARr 1 [15R—3r
= A\ pr 16R — 51

a cos —
2

Demonstrafie. Inegalitatea din stanga este echivalenta cu

1 12RV3
A LA (6)

sin — cos?2 —

2
Cu inegalitatea mediilor obtinem

—1 >3 L 7
) D S LB AR ™
SIDECOS B HSIHE Hcos 3

Folosind egalitatile

A A
HsmEZ é, HCOS§ = %a

trebuie si demonstram

1 >64-3\/§-R3

) @=2 7

i.e. inegalitatea lui Mitrinovi¢.
Din (3), (4), (5) si inegalitatea lui Gerretsen obtinem

Z lA prc \/32170 V/3(p? + 12 + 4Rr) _

cosg\ 2p2%r S 2pr 2pr

2 2 2 2 _
:ﬁ s + 4Rr gﬁ 1+r+4Rr 1 [15R 37»‘
2r p? 2r 16Rr —5r2  r\ 16R — 5r

= p= 3\/§r,
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Remarca. Inegalitatea () reprezinta o rafinare a problemei din AMM,

2 3V3 3V3
deoarece I < —\/_ — p < %—R, care este inegalitatea lui Mitrinovi¢ gi
p

1 /15R -3 1
—1/ o or < — <= R > 2r, care este inegalitatea lui Euler.
rV 16R—5r " r





