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Abstract. It is shown that, if £ > 3 and p,, is the n-th prime, then

Jim (/pn+1 = /pn) =0,

and, consequently, the inequality {/pni1 — &Pn < 1 holds for large n.
(When k = 2, the above inequality is Andrica’s conjecture).
Then we prove the generalization

nliinw(p%+1 —pp) =0, for0 < a< %.
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In [1] Dorin Andrica a formulat urmatoarea ipoteza.
Conjectura lui Andrica.Daca p,, este al n-lea numar prim, atunci
BT — /P < 1

pentru orice numar natural n > 1.

In [2] R. C. Baker, G. Harman si J. Pintz investigand diferenta dintre
doua numere prime consecutive, obtin urmatorul rezultat puternic:

Teorema (Baker-Harman-Pintz). Ezistd un rang natural N' astfel
incdt pentru orice numdr natural n > N’ avem

21

Pn+1 — Pn < pf?o-

In aceasta nota vom studia diferenta ¥/p,+1 — &/pn, unde k > 3 este un
numar natural, aratand ca limita acestei diferente cand n — oo este zero,
de unde vom obtine ca ¥p,11 — ¥p, < 1, pentru orice numar natural n
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depasind un rang N”. Vom da apoi o generalizare pentru o diferenta de tipul

19
pz+l—pg,cu0<a<ﬁ.

Teorema 1. Fie k > 3 un numar natural. Atunci:

lim (YPrrt — 4/Bn) =0

Demonstratie.  Pentru orice n > N’, unde N’ are semnificatia din
teorema, Baker-Harman-Pintz, putem scrie
21

< Pnt1 = Pn Dn’ 1

Pn+1 —
/Dnv1 — /pn = < T = 91

k—1 — 1—1 19
Z T ky/pht kpn B kpd® T
n+1 pn

Retinem asadar ca, pentru orice n > N, avem:

1
/Dn+1 — /Pn < w1 (1)
kpp? *
.1 1 19 | . . :
Cum k > 3, rezulta — < - < —, prin urmare lim —z— = 0 si atunci
k 3 40 n—00 pm—z
n

din (1), cu criteriul majorarii, obtinem:
; k _ ok —
nlggo( VPn+l — v Pn) = 0.

Teorema 2. Existd un rang natural N astfel incdt pentru orice numar

natural n > N" avem
\k/pn—i—l - \k/pn <1

pentru toate numerele naturale k > 3.
Demonstratie. Din teorema 1 rezultd ca pentru fiecare k > 3 exista
ny € N astfel incat pentru orice n > n; avem

Pr+1 — ok < L. (2)

Vom arata ca putem alege un acelagi rang pentru toti k > 3. Sa obser-

vim ci functia f,, : (0,00) — R, fn(t) = pl, ;1 — pl, este strict crescitoare,
intrucat

fh) = ph 1 Inpps1—pl Inp, > ph 1npn+1—p2 Inp, = p,(Inp,r1—Inp,) > 0.

1 1
§ deci f, (—) < fn <§>’ adica
Pt — /Pn < YD1 — VP (3)

Luand acum N” = ng si folosind (2) si (3), avem pentru orice n > N
/Pn+1 — /Pn < YPnv1 — on < 1.

L y 19 )
Teorema 3. Fizam un numar real o cu 0 < o < 0 Atunci:

Atunci, pentru k > 3, avem

?rl»—l
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1° Avem nli_r)noo(pg+l —p%) =0.
2° Ezista un rang natural N(«) astfel incat, pentru orice n > N(«):
Ppy1 — Pp < L.

Demonstratie. 1° Consideram functia gy, : [pn, Pnt1] — R, gn(t) = t°,
careia 1i aplicam teorema lui Lagrange. Exista agadar ¢, € (pn,pn+1) astfel
incat

1 o(pug1 —pn)
Poy — P = (Puy1 — pn) -y = % (4)
n
Deoarece ¢,, > py, din (4) si teorema Baker-Harman-Pintz, avem pentru

n>N"
21

api’ o
Ppt1 — Pn < =g = o .- (5)
n 40
Dn

19
Deoarece 0 ¢ > 0, din (5) si criteriul majorarii rezulta

lim (pp 1 —pp) = 0.

n—oo

2° Rezulta din 1°.

Comentarii.

1) Teorema 3 este, evident, o generalizare a teoremelor 1 si 2, dar, din
punct de vedere didactic, am considerat ci este bine sa fie expuse separat.

2) Conjectura lui Andrica a fost dovedita cu ajutorul calculatorului
pentru toate numerele prime mai mici ca 2°3.

3) In [3] Laurentiu Panaitopol arata ca nh_r)noo inf(\/pnt1 — /Pn) = 0,
de unde rezulta ca exista o infinitate de numere n pentru care conjectura lui
Andrica este adevarata.

4) Conjectura lui Andrica este adevaratd pentru orice doud numere
prime gemene py,, pn+1, adica pentru care py1 — pn, = 2. Intr-adevar,

Pn+l —Pn 2 2 1 1

VPrt1 — /Dn = = < = <—=<L
T i+ /Pn P+ Pn  2UPn Pn V2

Nu se stie Insa dacad exista o infinitate de perechi de numere prime
gemene, aceasta afirmatie fiind la randul sau o conjectura celebra.
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