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ASUPRA PROBLEMEI 27388
IoN BAETUY
Abstract. This note establishes a more general frame for the contents of
the problem 27388 from Gazeta Matematica.
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In nota de fatda ne propunem sa prezentam un rezultat care constituie
o extindere a unei probleme, propusa de domnii profesori Mihai Piticari si
Viadimir Cerbu in G.M.-B nr. 5 /2017. Iata enuntul problemei.

Fie n > 2 un numar natural. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
a) 22 =1, oricare ar fi x inversabil in Z,.

b) n divide 504.

Desigur, se cunoaste ca multimea U(Z,) a elementelor inversabile ale
inelului Z,, n > 2, formeazi un grup multiplicativ cu ¢(n) elemente. In
particular, daca n este prim, inelul Z,, este un corp, deci grupul U(Z,,) este
ciclic, avand n — 1 elemente.

Pentru inceput, vom enunta si demonstra o proprietate utila de izomor-
fism i anume:

Teorema 1. Fie t > 2 un numar natural si numerele naturale nenule
ni,n2,...,n, doud cate doud prime intre ele. Atunci grupul U(Zp,ny..n,)
este izomorf cu grupul U(Zp,) X U(Zp,) X ... x U(Zy,).

Demonstratie. Pentru orice i € {1,2,...,t} si orice x € Z, notam cu Z;
clasa lui z in inelul Z,,. Daca z,y € Z, cuam zy € Z, obtinem (zy); = Z;7;,
Vie{1,2,...,t}. Fie n =mniny...ny. Aratam ca functia

B E€U(Zy) > (31,82 ... 51) € UZn,) X UZny) X .. % U(Zny)

este bine definita si, totodata, reprezinta un izomorfism de grupuri.

Intr-adevir, pentru orice z € U(Zy,) rezulti (z,ning...ng) = (x,n)=1,
deunde (z,n;) = 1. Astfelz; € U(Zy,), i =1,2,...,t, adica (1, T2,...,7¢) €
€ U(Zp,) x U(Zpy) % ... x U(Zyp,). Mai mult, dacad & = ¥, atunci n divide
x —y i n; divide n, deci n; divide x —y, adica Z; = v;, i = 1,2,...,t. Atunci
(@) = (Z1,72,...,2¢) = (Y1,Y2,---,Ut) = f(Y), ceea ce Inseamna ca functia
f este bine definita.

Avem f(@9) = [(@) = @0, Tr- -+ e) = @f1, Fallos -, ) =
= (Z1,22,. ., 2¢)Y1,Y2,---,Yt) = f(Z)f(Y), deci f este un morfism de gru-
puri.

Pentru orice € Kerf avem (Z1,Z3,...,2Z) = (61,62, .. ,61;), de unde
n; divide z, ¢ = 1,2,...,t. Intrucat numerele ni,na,...,Nny sunt, doua
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cate doua, prime intre ele, rezultd ca n divide z, adica 7 = 0. Asgadar
Kerf = {0}, deci f este injectivi. Atunci [Imf| = |U(Z,)| = ¢(n) =
= p(n1)eng)...ony) = |U(Zp,) X U(Zp,) X ... x U(Zy,)|, deci codome-
niul lui f si Imf au acelasi numar de elemente. Astfel functia f este si
surjectiva, deci bijectiva. O

Propozitia 2. Fie n > 2 un numar natural si ¢ un divizor prim al
numdrului n. Atunci ezistd in U(Zy,) un element de ordin q, dacd ¢* divide
n, sau un element de ordin q — 1, dacd ¢> nu divide n.

Demonstratie. Daca ¢* divide n, atunci ¢ divide ¢(n), deci, conform
teoremei lui Cauchy, exista in U(Zy,) un element de ordin g.

In caz contrar, fie m = ®  intrucat (m,q) = 1, grupurile U(Zy) x U(Zyy,)
q

si U(Zy,) sunt izomorfe. Notand cu a un generator al grupului ciclic U(Z,) si

cu 1 elementul neutru al grupului U(Z,,), o verificare simpli arata ca (a,1)

este un element de ordin ¢ — 1 in grupul U(Zq) x U(Z,), de unde cerinta.
g

Propozitia 3. Fie n > 2 un numar natural si m un numar prim de
forma m = 2p®*+1, unde p este prim, p > 3 si s € N*. Consideram multimea
D = {ic{1,2,...,8} | 2p" + 1 este prim}. Atunci, urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

a) 22" =1,Vz € U(Zy,).

b) n divide 24 - [ (20" + 1).

€D

Demonstratie. a) = b). Din s € D rezultd D # (). Conform ipotezei,
ordinul oricarui element din U(Z,) divide 2p®. Astfel, in virtutea teoremei
lui Cauchy, putem scrie p(n) = 29", unde a,b € N.

Daca 7 divide n, atunci 3 divide ¢(n), deci 3 € {2, p}, fals. Prin urmare
(7,n) =1, de unde 7 € U(Zy,). Din 72" =1 rezultd ci n divide 72" — 1.

Sa presupunem ca 5 divide n. Daca 25 divide n, atunci 5 divide ¢(n),
de unde p = 5. Astfel n divide 72°° — 1 si, intrucat 5 divide n, rezultd ca
5 divide 7%°" — 1, numér cu cifra unititilor 8, fals. Dacid 25 nu divide n,
conform proprietatii 2), exista in U(Z,) un element de ordin 4, deci 4 divide
2p®, contradictie.

Prin urmare (5,n) = 1, adicd 5 € U(Z,). Atunci 5**" = 1, de unde n
divide 52" —1 =25P" —1 = 24r, unde r = 257" 1 4+25P" 2 4 4+ 254+ 1. Cei
doi factori din ultimul produs sunt primi intre ei, caci suma din scrierea lui
r contine un numar impar de termeni impari, deci r este nedivizibil cu 2, iar
din r» = p* (mod 3) si p® nedivizibil cu 3 rezulta ca r este nedivizibil cu 3.

Fie t € D. Intrucat 5 < 2p' + 1, obtinem (5,2p" + 1) = 1. Astfel, in
virtutea teoremei lui Fermat, 2p' + 1 divide 520" — 1 si atunci, cu atat mai
mult, 2pt + 1 divide 5%7° — 1. Dar (24,2p' + 1) = 1, deci 2p’ + 1 divide r,
Vt € D. Cum numerele de forma 2p’ + 1, t € D, sunt dou# cate doud prime
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intre ele, rezulta ca H (2p' 4 1) divide 7, de unde 5" —1 = 24-H (2p' +1)h,
ieD ieD
cuh € N*gi (24,h) = 1.

Daca (2p' 4 1)? divide n pentru un numar ¢ € D, atunci exista in U(Z,)
un element de ordin 2p’ + 1. Astfel 2p' + 1 divide 2p®, adica 2p' + 1 € {2, p},
fals. Prin urmare (2p° + 1)? nu divide n, Vi € D. Mai mult, daci ¢ este un
divizor prim al lui n, atunci ¢ € {2,3} U {2p’ + 1 |i € D}.

Intr-adevir, in ipoteza ¢2 divide n, existd in U(Zy,) un element de ordin
q, deci ¢ divide 2p®. Cum ¢ = p implica p divide 52P° —1, putem scrie 527" = 1,
egalitate gandita in Z,. Din p divide n si 5 nu divide n rezulta (5,p) = 1, deci
5P~1 = 1, sau incd 57 = 5. Atunci 5”° = 5, aga ca 1 = 52" = (5°)% = 25,
adica p divide 24, fals. Asadar q # p si ¢ divide 2p®, deci ¢ = 2.

Daci ¢? nu divide n, atunci existd un element u € U(Z,,) cu ord(u) =
= ¢ — 1. Pe de alti parte, din 22" = 1 rezulti

ord(u) € {2} U{p' [i€{1,2,...,s}}U{2p" | i € {1,2,...,s}},
decige 3yU{p'+1]ie{1,2,...,s}}U{2p' +1|ic{1,2,...,s}}.

Deoarece g = p' +1, cu 1l < i < s implica ¢ > 3 si ¢ impar, contradictie,
gasim ¢ € {3y U {2p'+1 | i € {1,2,...,8}}. Dar g este prim, deci
ge{3tu{2p'+1]ie D}

In definitiv, n este de forma n = 203 H(Qpi+1)ci, unde a € {0,1,2,3},

€D
be {0,1} si ¢; €{0,1}, Vi € D, de unde n divide 24 H(Qpi +1).
€D

b) = a). Fie D = {iy,ia,..., i1}, cul <t <s. In virtutea ipotezei,
avem n = 23" [ (2p' + 1), unde a € {0,1,2,3}, b € {0,1} si ¢; € {0,1},

€D
VieD.

Notand cu 1, elementul unitate din inelul Zoa, cu Tb elementul uni-
tate din inelul Zsy si cu /1\% clementul unitate din inelul Z i\ , 1yei, , unde
1 < k <'t, cerinta de demonstrat este o consecinta imediata a izomorfismului
de grupuri U(Zn) si U(Zge) XU (Zgs) X U(Z gy 1)1 ) X U(Z gy 1) ) X - - - X
XU(Z(Qpit+1)Cit) cat si a faptului cd 22 =1,,a =0,1,2,3, Vz € U(Zsa), apoi

22 =1y, b=0,1, Vo € U(Zg) si 22" = le, ,k=12,....t,z € Z(2pik+1)eik-
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