O CLASA DE GRUPURI COMUTATIVE
DANA HEUBERGER' i MARIAN CUCOANES?

Abstract. In this paper we establish some properties of a group G which
is simultaneously a n - Abelian group and a n + 2 - Abelian group, where
n is an integer. We give some interesting and elementary proofs of the
necessary and sufficient conditions for G to be an abelian group.
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1. INTRODUCERE
Fie n un numar intreg. Un grup se numeste n—abelian, daca functia
f:G— G, f(r)=x" este un endomorfism. In cartile [1] si [7] se afla
urmatorul rezultat, publicat anterior Intr-un volum AMM:

Propozitia 1.1. Daca n este un numar intreg si (G,-) este un grup
astfel incat pentru orice x,y € G urmatoarele afirmatii sunt adevarate,

(zy)" = 2"y"
(xy)n—l-l _ xn+1yn+1
(xy)nJrQ — mn+2yn+2

atunci grupul este comutativ.

Este natural sa ne intrebam daca alegand doar doua dintre cele trei
endomorfisme din Propozitia 1.1 putem obtine aceeasi concluzie. In lucrarile
2], [3], [4], se gasesc unele conditii generale in care daca grupul G este
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Revedem mai intai cateva proprietati necesare pentru a demonstra acest
rezultat.

Definitia 1.2. Daca (G,-) este un grup, atunci centrul acestuia este
multimea
Z(G)={a€eG| ar =xa,Vxr € G}.
Propozitia 1.3. Daca (G, -) este un grup, atunci centrul acestuia Z (G)
este un subgrup al lui G.

Propozitia 1.4. Daca H este un subgrup al grupului (G, -) si k,n sunt
numere intregi astfel incdt =¥, 2™ € H, atunci z*1) e H, unde (k,n) este
cel mai mare divizor comun al numerelor k si n.

2. REZULTATELE PRINCIPALE

Pentru un grup G, notam FE (G)={n € Z | (zy)" = 2™y",Vx,y € G}.

Urmatoarele proprietati sunt imediate:

Propozitia 2.1. Daca n,m € E(G), atunci nm € E (G).

Demonstratie. Deoarece aplicatiile x — 2" gi z — 2™ sunt endomor-
fisme ale grupului G, rezulta ca si compunerea lor este un endomorfism al
acestuia. O

Propozitia 2.2. Dacin € E(G), atunci 1 —n € E(G).
Demonstrafie. Avem

n—1, n—1 __

2"y = (zy)" =z (y2)" y "y = (ya)" T &

1—n

& (yo) "= (ac"ilynfl)_1 =yl 2™ Y,y € G.
Agadar, 1 —n € E(G). O
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2.2 rezulta ca n (1 —n) € E(G). Fie z,y € G. Atunci

_ _1\(1-n) 1 _1\n(l-n _1\n(l-n _1\n(l-n
(xy)n(n 1) _ ((xy) 1) _ (y L, 1) (1=n) _ (y 1) (1 )(x 1) (1-n) _

_ yn(nfl)xn(nfl) _ (yn—l)n (l_n)nfl P%B (l_n)nfl (ynfl)n _
_ (xfl)n(lfn)(yfl)n(lfn) _ (xflyfl)n(lfn) _ ((yx)fl)n(lfn) _ (yx)n(nfl)'

Observatia 2.6. Dacin € E (G), atunciVz € G,z "™ € Z(G).

Demonstratie. Deoarece n € E (G), din demonstratia Lemei 2.5. rezulta
cin?—n=n(n—1) € E(G). Fiindca n (1 —n) € E(G), din Propozitia 2.2
deducem ca si n> —n+1=1-n(1—-n)€ E(G). Folosind Propozitia 2.4,
obtinem ci Vo € G, 2" " € Z (G). a

Tata doua cazuri particulare care ne-au condus spre cel general.

Problema 2.7. Daca grupul G este in acelagi timp 5-abelian si 7-
abelian, aratali ca G este comutativ.
Solutie. Din Lema 2.5 deducem:

V,y €, (ay)® = (ya)* (1)
$i
Va,y € G, (ay)? = (y2)*. (2)
Obtinem
(9= (20)* ((2)®) > "2 (a2 (90)®) " = () () = ().
Atunci,

@) = (@) = (02°) = wo)°

D Data de Marian Andronache.



Deoarece \ LUl - 2Ulo, ZULS - ZULT ) = 4, €X1sla INUIECELL P [l ¢ asUICl 111Cat
2=ap+bq,
unde a = 2016 - 2015 si b = 2018 - 2017. Atunci,

()? = ()" - (@) = () (e)!)" = (o)
adica
Va,y € G, (vy)* = (ya)*. (6)
Grupul G este 2016—abelian, deci V z,y € G, (zy)?"'® = 2201642016 Obtinem
YV z,y € G, (ya)201 = 2015,2015, (7)
Grupul G este 2018—abelian, asadar Va,y € G, (zy)?01® = 2201842018 Reiese
YV z,y € G, (ya)20lT = 2017,2017, ®)
Din (6), deducem
Vx,y € G, (wy)™ = (y2)*°, 9)

Din (8), rezulta

(y) (yz)20M6 = 2017 . 2017 & (yz) (zy)2006 = 2017 . 2017

&y - $2016y2016 _ x2017y2017.

Din egalitatea precedenta obtinem
Y x,y € G, yx?0lT = 22017y, (10)

Asadar 2%°'" € Z (@), Vz € G. Din (8) obtinem

2017 2017 2017 2017 2017
Ve,ye G, (yx) ' =27y =y

adica 2017 € E (G). Deoarece 2016,2018 € E (G), din Propozitia 1.1 rezulta
ca grupul este comutativ. O

i



& 1—n,—1—ne E(G) Folosind Propozitia 2.1, deducem c&
n®—1=(1-n)(-1-n) € E(G)
si apoi ci n? € E(G). Din Propozitia 2.4 rezulta
Ve eG, 2" e Z(G). (11)
Din Propozitia 2.1 obtinem c& n% + 2n + 1 = (-1 —n)*> € E(G) si
n? +2n =n(n+2) € E(G). Folosind Propozitia 2.4, rezulta:
Ve eG, 2" e Z(G). (12)

Deoarece Z (G) este un subgrup al lui G, folosind relatiile (11) si (12),
deducem ca
2 2
Voe G, $2n+1 g +2n—n“+1 c Z(G) (13)

Ve @, a2 = n@t)=2(0"-1) ¢ 7(q) (14)
In final, rezulti ci Vz € G, 2% = 22(0+2)-2n+D) ¢ 7(@) .
b) Cazul I: Daca n = 3s, cu s € Z, din (14) obtinem ca pentru orice
v € G, 22 € Z(G). Deoarece 23 € Z(G) si (3,3s+2) = 1, folosind
Propozitia 1.4 deducem ca
VeeG, zeZ(G).

Asadar grupul este comutativ.

Cazul II: Daca n = 3s — 1, cu s € Z, din (14) avem ca pentru orice
v € G, 2% € Z(G). Deoarece 7° € Z(G) si (3,35 + 1) = 1, folosind
Propozitia 1.4 deducem ca

VeeG, zeZ(G).

In consecinta grupul este comutativ si in acest caz.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICATII ALE INEGALITAIII LUI GERRETSEN
GHEORGHE ALEXEY i GEORGE-FLORIN SERBAN?)

In aceastd lectie vom prezenta cateva aplicatii ale inegalitatii lui
Gerretsen.

Pentru inceput vom prezenta cateva rezultate cunoscute.

Consideram triunghiul ABC. Fie p semiperimetrul triunghiului, R raza
cercului circumscris triunghiului, r raza cercului inscris triunghiului, r, 7y, 7
razele cercurilor exinscrise, S aria. Se cunosc relatiile:

1) R > 2r (inegalitatea lui Fuler).

2) rg+ 1+ 1o =4R+ T

3) S =2R?sin Asin BsinC.
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