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Un alt argument, care duce direct la aceeaşi concluzie, este dat de
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şi observaţia că numitorii fracţiilor din dreapta sunt funcţii strict descres-
cătoare de n.
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O CLASĂ DE GRUPURI COMUTATIVE

Dana Heuberger1) şi Marian Cucoaneş2)

Abstract. In this paper we establish some properties of a group G which
is simultaneously a n - Abelian group and a n+ 2 - Abelian group, where
n is an integer. We give some interesting and elementary proofs of the
necessary and sufficient conditions for G to be an abelian group.
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1. Introducere

Fie n un număr ı̂ntreg. Un grup se numeşte n−abelian, dacă funcţia
f : G → G, f (x) = xn este un endomorfism. În cărţile [1] şi [7] se află
următorul rezultat, publicat anterior ı̂ntr-un volum AMM:

Propoziţia 1.1. Dacă n este un număr ı̂ntreg şi (G, ·) este un grup
astfel ı̂ncât pentru orice x, y ∈ G următoarele afirmaţii sunt adevărate,

(xy)n = xnyn

(xy)n+1 = xn+1yn+1

(xy)n+2 = xn+2yn+2

atunci grupul este comutativ.

Este natural să ne ı̂ntrebăm dacă alegând doar două dintre cele trei
endomorfisme din Propoziţia 1.1 putem obţine aceeaşi concluzie. În lucrările
[2], [3], [4], se găsesc unele condiţii generale ı̂n care dacă grupul G este
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a−abelian şi b−abelian, cu a şi b ı̂ntregi distincte, atunci G este comuta-
tiv. Demonstraţiile sunt laborioase şi dificile, de aceea am ales abordări mai
elementare. În timpul căutărilor noastre, am descoperit următorul rezultat:

Propoziţie. Dacă n este un număr ı̂ntreg şi (G, ·) este un grup astfel
ı̂ncât pentru orice x, y ∈ G următoarele afirmaţii sunt adevărate,

(xy)n = xnyn

(xy)n+2 = xn+2yn+2

atunci:
a) Pentru orice x ∈ G,x3 ∈ Z (G).
b) Dacă n ≡ 0 (mod 3) sau n ≡ 2 (mod 3), atunci grupul este comu-

tativ.
c) Dacă n ≡ 1 (mod 3), atunci există grupuri necomutative cu pro-

prietăţile de mai sus.

Revedem mai ı̂ntâi câteva proprietăţi necesare pentru a demonstra acest
rezultat.

Definiţia 1.2. Dacă (G, ·) este un grup, atunci centrul acestuia este
mulţimea

Z (G) = {a ∈ G | ax = xa,∀x ∈ G} .
Propoziţia 1.3. Dacă (G, ·) este un grup, atunci centrul acestuia Z (G)

este un subgrup al lui G.

Propoziţia 1.4. Dacă H este un subgrup al grupului (G, ·) şi k, n sunt

numere ı̂ntregi astfel ı̂ncât xk, xn ∈ H, atunci x(k,n) ∈ H, unde (k, n) este
cel mai mare divizor comun al numerelor k şi n.

2. Rezultatele principale

Pentru un grup G, notăm E (G) = {n ∈ Z | (xy)n = xnyn,∀x, y ∈ G}.

Următoarele proprietăţi sunt imediate:

Propoziţia 2.1. Dacă n,m ∈ E (G), atunci nm ∈ E (G) .
Demonstraţie. Deoarece aplicaţiile x 	→ xn şi x 	→ xm sunt endomor-

fisme ale grupului G, rezultă că şi compunerea lor este un endomorfism al
acestuia. �

Propoziţia 2.2. Dacă n ∈ E (G), atunci 1− n ∈ E (G) .
Demonstraţie. Avem

xnyn = (xy)n = x (yx)n−1 y ⇔ xn−1yn−1 = (yx)n−1 ⇔
⇔ (yx)1−n =

(
xn−1yn−1

)−1
= y1−nx1−n, ∀x, y ∈ G.

Aşadar, 1− n ∈ E (G). �
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Propoziţia 2.3. Dacă n,m ∈ E (G), atunci ∀x, y ∈ G,

xn−1yn = ynxn−1.

Demonstraţie. Deoarece aplicaţia x 	→ xn este un endomorfism al lui G,
deducem xnynx−n =

(
xyx−1

)n
= xynx−1 ⇔ xn−1yn = ynxn−1,∀x, y ∈ G. �

Propoziţia 2.4. Dacă n, n+ 1 ∈ E (G), atunci ∀x ∈ G, xn ∈ Z (G) .
Demonstraţie. Deoarece n, n+ 1 ∈ E (G), obţinem

xn+1yn+1 = (xy)n+1 = xy (xy)n = xyxnyn ⇔ xny = yxn, ∀x, y ∈ G. �
Lema 2.5. Fie numărul ı̂ntreg n şi (G, ·) un grup pentru care

n ∈ E (G). Atunci

∀x, y ∈ G, (xy)n(n−1) = (yx)n(n−1) .

Demonstraţie.1) Deoarece n ∈ E (G), din Propoziţia 2.1 şi Propoziţia
2.2 rezultă că n (1− n) ∈ E (G) . Fie x, y ∈ G. Atunci

(xy)n(n−1) =
(
(xy)−1

)n(1−n)
=

(
y−1x−1

)n(1−n)
=

(
y−1

)n(1−n) (
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=

= yn(n−1)xn(n−1) =
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(xn)n−1 P.2.3

= (xn)n−1 (yn−1
)n

=

= (x−1)n(1−n)(y−1)n(1−n) = (x−1y−1)n(1−n) =
(
(yx)−1

)n(1−n)
= (yx)n(n−1).

Observaţia 2.6. Dacă n ∈ E (G), atunci ∀x ∈ G,xn
2−n ∈ Z (G) .

Demonstraţie. Deoarece n ∈ E (G), din demonstraţia Lemei 2.5. rezultă
că n2 −n = n (n− 1) ∈ E (G). Fiindcă n (1− n) ∈ E (G), din Propoziţia 2.2
deducem că şi n2 − n+ 1 = 1− n (1− n) ∈ E (G). Folosind Propoziţia 2.4,

obţinem că ∀x ∈ G,xn
2−n ∈ Z (G) . �

Iată două cazuri particulare care ne-au condus spre cel general.

Problema 2.7. Dacă grupul G este ı̂n acelaşi timp 5-abelian şi 7-
abelian, arătaţi că G este comutativ.

Soluţie. Din Lema 2.5 deducem:

∀ x, y ∈ G, (xy)20 = (yx)20 (1)

şi
∀ x, y ∈ G, (xy)42 = (yx)42 . (2)

Obţinem

(xy)2= (xy)42 ·((xy)20)−2 (1),(2)
= (yx)42 ·

(
(yx)20

)−2
= (yx)42 ·(yx)−40 = (yx)2 .

Atunci,

(xy)6 =
(
(xy)2

)3
=

(
(yx)2

)3
= (yx)6

1) Dată de Marian Andronache.
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adică

∀ x, y ∈ G, (xy)6 = (yx)6 . (3)

Grupul G este 7-abelian, aşadar ∀x, y ∈ G, (xy)7 = x7y7 ⇔ (yx)6 = x6y6.

Folosind această egalitate şi (3), obţinem ∀ x, y ∈ G, (xy)6 = x6y6.
Aşadar 6 ∈ E (G). Deoarece 5, 7 ∈ E (G), din Propoziţia 1.1 rezultă că

grupul este comutativ. �
Problema 2.8. Dacă grupul G este simultan 2016-abelian şi 2018-

abelian, arătaţi că G este comutativ.
Soluţie. Din Lema 2.5 deducem

∀x, y ∈ G, (xy)2016·2015 = (yx)2016·2015 (4)

şi

∀ x, y ∈ G, (xy)2018·2017 = (yx)2018·2017 . (5)

Deoarece (2016 · 2015, 2018 · 2017) = 2, există ı̂ntregii p şi q astfel ı̂ncât

2 = ap+ bq,

unde a = 2016 · 2015 şi b = 2018 · 2017. Atunci,
(xy)2 = ((xy)a)p ·

(
(xy)b

)q (4), (5)
= ((yx)a)p ·

(
(yx)b

)q
= (yx)2

adică

∀ x, y ∈ G, (xy)2 = (yx)2 . (6)

Grupul G este 2016−abelian, deci ∀ x, y ∈ G, (xy)2016 = x2016y2016. Obţinem

∀ x, y ∈ G, (yx)2015 = x2015y2015. (7)

Grupul G este 2018−abelian, aşadar ∀x, y ∈ G, (xy)2018 = x2018y2018. Reiese

∀ x, y ∈ G, (yx)2017 = x2017y2017. (8)

Din (6), deducem

∀ x, y ∈ G, (xy)2016 = (yx)2016 . (9)

Din (8), rezultă

(yx) (yx)2016 = x2017 · y2017 (9)⇔ (yx) (xy)2016 = x2017 · y2017 ⇔
⇔ yx · x2016y2016 = x2017y2017.

Din egalitatea precedentă obţinem

∀ x, y ∈ G, yx2017 = x2017y. (10)

Aşadar x2017 ∈ Z (G) , ∀x ∈ G. Din (8) obţinem

∀ x, y ∈ G, (yx)2017 = x2017y2017 = y2017x2017,

adică 2017 ∈ E (G). Deoarece 2016, 2018 ∈ E (G), din Propoziţia 1.1 rezultă
că grupul este comutativ. �
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Folosind aceleaşi idei, am căutat condiţii generale ca un grup care este
simultan n−abelian şi n+ 2−abelian să fie comutativ. Am arătat mai ı̂ntâi
că cel mai mare divizor comun d al numerelor n (n− 1) şi (n+ 2) (n+ 1)

trebuie să fie un divizor al lui 6 şi că ∀ x, y ∈ G, (xy)d = (yx)d.
Apoi am găsit o altă abordare, care ne-a condus la demonstrarea urmă-

torului rezultat.

Propoziţia 2.9. Dacă n este un număr ı̂ntreg şi (G, ·) este un grup
astfel ı̂ncât n ∈ E (G) şi n+ 2 ∈ E (G), atunci:

a) Pentru orice x ∈ G, x3 ∈ Z (G).
b) Dacă n ≡ 0 (mod 3) sau n ≡ 2 (mod 3), atunci grupul este comu-

tativ.
c) Dacă n ≡ 1 (mod 3), atunci există grupuri necomutative cu pro-

prietăţile de mai sus.
Demonstraţie. a) Deoarece n, n+ 2 ∈ E (G), din Propoziţia 2.2 rezultă

că 1− n,−1− n ∈ E (G). Folosind Propoziţia 2.1, deducem că

n2 − 1 = (1− n) (−1− n) ∈ E (G)

şi apoi că n2 ∈ E (G). Din Propoziţia 2.4 rezultă

∀x ∈ G, xn
2−1 ∈ Z (G) . (11)

Din Propoziţia 2.1 obţinem că n2 + 2n + 1 = (−1− n)2 ∈ E (G) şi
n2 + 2n = n (n+ 2) ∈ E (G). Folosind Propoziţia 2.4, rezultă:

∀x ∈ G, xn
2+2n ∈ Z (G) . (12)

Deoarece Z (G) este un subgrup al lui G, folosind relaţiile (11) şi (12),
deducem că

∀ x ∈ G, x2n+1 = xn
2+2n−n2+1 ∈ Z (G) (13)

şi

∀ x ∈ G, xn+2 = xn(2n+1)−2(n2−1) ∈ Z (G) . (14)

În final, rezultă că ∀x ∈ G, x3 = x2(n+2)−(2n+1) ∈ Z (G) .

b) Cazul I: Dacă n = 3s, cu s ∈ Z, din (14) obţinem că pentru orice
x ∈ G, x3s+2 ∈ Z (G). Deoarece x3 ∈ Z (G) şi (3, 3s + 2) = 1, folosind
Propoziţia 1.4 deducem că

∀ x ∈ G, x ∈ Z (G) .

Aşadar grupul este comutativ.
Cazul II: Dacă n = 3s − 1, cu s ∈ Z, din (14) avem că pentru orice

x ∈ G, x3s+1 ∈ Z (G). Deoarece x3 ∈ Z (G) şi (3, 3s + 1) = 1, folosind
Propoziţia 1.4 deducem că

∀ x ∈ G, x ∈ Z (G) .

În consecinţă grupul este comutativ şi ı̂n acest caz.
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c) Fie n = 3s+ 1, cu s ∈ Z şi grupul necomutativ multiplicativ

G =

⎧⎨⎩
⎛⎝1̂ a b

0̂ 1̂ c

0̂ 0̂ 1̂

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z3

⎫⎬⎭ .

Notăm cu e matricea identică din G. Se arată uşor că, pentru orice
x ∈ G, x3 = e. Atunci, pentru orice x ∈ G, x3s+1 =

(
x3

)s · x = x şi

x3s+3 =
(
x3

)s+1
= e. Obţinem

(xy)3s+1 = xy = x3s+1y3s+1 şi (xy)3s+3 = e = x3s+3y3s+3, ∀x, y ∈ G.

Aşadar, relaţiile (11) şi (12) sunt adevărate, fără ca ele să implice co-
mutativitatea grupului G. �
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICAŢII ALE INEGALITĂŢII LUI GERRETSEN

Gheorghe Alexe1) şi George-Florin Şerban2)

În această lecţie vom prezenta câteva aplicaţii ale inegalităţii lui
Gerretsen.

Pentru ı̂nceput vom prezenta câteva rezultate cunoscute.
Considerăm triunghiul ABC. Fie p semiperimetrul triunghiului, R raza

cercului circumscris triunghiului, r raza cercului ı̂nscris triunghiului, ra, rb, rc
razele cercurilor ex̂ınscrise, S aria. Se cunosc relaţiile:

1) R ≥ 2r (inegalitatea lui Euler).
2) ra + rb + rc = 4R+ r.
3) S = 2R2 sinA sinB sinC.
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