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Abstract. This article fixes an error in the problem 27508 from the num-
ber 3/2018 of this journal
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In Gazeta Matematici-Seria B nr. 3/2018, pag. 151, d-1 Tulian Micu
din Craiova a propus urmatoarea problema:

Fie a,b,c € C* numere complexe distincte de module egale. Notam cu
S aria triunghiului cu varfurile in punctele de afixe a,b, c.

(i) Sa se arate cd |b* — a®| + ‘02 — b’ + ‘az - 02‘ =485.

(ii) Sa se arate ca daca ‘bz - az‘ + ’aQ - 02‘ =48, atunci triunghiul este
dreptunghic.

Rezolvarea problemei, cu enunt, corectat, a aparut in G.M.-B nr. 9/2018.
In cele ce urmeazs vom arita ci relatia de la punctul (i) nu este mereu
adevarata, vom da un enunt corectat pe care il vom demonstra si apoi vom
demonstra o generalizare.

1+1iv3
Fie a = +Tl\/_, b =1, c =i Rezultd ca |a| = |b] = |¢] = 1 si
2
14
52— a?| = 1%(*71“5) VB | =] = [ =12 = 2, [a® — | =
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. 2 i
_ (1+1\/§> _i2l = 1. Dacs A <1+1\/§> , B(1), C(i) rezulta ca A (%, §>,

2
B (1,0), C'(0,1) si atunci

S:%-|%(0—1)+1(1—§>+0<£—1>|:‘/§4_1.

2 2

Cu acestea,

45:4-‘/3_1

adevarata.

Un posibil enunt corectat este urmatorul.

Fie a,b,c € C* numere complexe distincte de module egale. Notam cu
S aria triunghiuvlui cu varfurile in punctele de afize a, b, c.

(i) Sa se arate ca daca triunghiul este ascutitunghic, atunci

a2 — 02| 4 B — 2| + |2 — a?| = 45.

B —a?| + |2 -0+ |a® — | =V3+2+1=3+35i

= V3 — 1, si am aratat astfel ca relatia (i) nu este mereu

(i) Sd se arate cd dacd |a? — b?|+|c* — a®| =4S, atunci triunghiul este
dreptunghic.

(iii) Sa se arate ca daca triunghiul este obtuzunghic, atunci — ‘aQ — b2’+
+ ’bz —02’ + ‘02 —az‘ = 45 sau ‘az —1)2’ - ‘bQ —02‘ + ’02 —a2’ = 45 sau
‘a2 — bz‘ + ‘62 — CQ‘ — ‘02 — aQ‘ =4S.

Demonstratie. Fie A(a), B(b),C(c) aflate in planul complex avand ori-

ginea in centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC' si A’, B’, C" mij-
loacele laturilor [BC|, [C'A] si [AB].

Rezult i A’ b;”), B'<C+“>,C’<“+b>.

2 2
(i) Daca triunghiul ABC este ascutitunghic, atunci centrul O al cercului
sau circumscris se afla in interiorul triunghiului si avem (figura 1)

S = Aaapc = AnoaB + Apose + Aroca =
_AB-OC' | BC-OA' CA-OB'_

2 2 2
a—b|- a+b’ ]b—c|"b+c c—al c;a
- 2 * 2 + 2 e
B ’az—bz‘—i-’bz—cQ‘—i-‘cz—aQ’ B A C

figura 1
si de aici imediat relatia (i). Este adevarata si afirmatia reciproca.
(i) Presupunem ca |a? — b?| + |¢* — a?| = 45. Rezulta
a+b c+a
’C - a’ 1T / !
2 4 2 _S@AB-OC_FCA‘OB_
2 2 - 2 2 B

ja =] -

S &
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& ApoaB + Aroca =S = 0=A = m(3A) = 90°
si deci triunghiul ABC' este dreptunghic in A. Este adevarata si afirmatia
reciproca.

Se procedeaza analog si cu celelalte doua relatii.

(iii) Daca triunghiul ABC' este obtuzunghic, atunci centrul O al cer-
cului sau circumscris se afla in exteriorul triunghiului. Facand o alegere, sa
presupunem ca O are fata de latura [AB] distanta mai mica strict decat fata
de celelate laturi ale triunghiului.

In acest caz

S = Aaapc = —AproaB + Anosc + Araoca
__AB-OC' | BC-OA'  CA-OB'
N 2 2 2
la—b|- a+b‘ ]b—c|"b+c c—al- c;a
T 2 i 2 * 2
_—‘aQ—b2’+’b2—02’+102—a2‘
N 4

si de aici imediat prima relatie de la (iii). Este adevarata si afirmatia re-
ciproca.

Celelalte doua relatii se demonstreaza analog.

Cum faptele ca punctul O este interior, sau pe o latura sau exterior
sunt echivalente cu faptele ca triunghiul este ascutitunghic sau dreptunghic
sau obtuzunghic, rezulta ca relatiile de la (i), (ii) si (iii) constituie conditii
necesare si suficiente ca punctul O si fie interior, pe o latura sau exterior.

In cele ce urmeazd vom demonstra urmitoarea generalizare:

Fie z1,29,...,2, € C*,(n = 3) numere complexe distincte de module
egale. Fie A1, Ao, ..., Ay, de afize z1,29,...,2n, O centrul cercului circum-
scris s1.S aria poligonului A1As ... A,. Atunci:

(i) O este interior poligonului A1 As ... A, dacd si numai daca are loc
relatia

‘z%—z%‘%— ‘z%—z%“—...—i—‘zg—zﬂ =48.

(ii) O este pe o latura a poligonului A1 A, ... A, dacd $i numai dacd are

loc una dintre relatiile

€1 ‘z%—z%‘ +52‘z§—z§‘ +---+€n‘22—2ﬂ =459,
obtinute cand n — 1 dintre numerele €1,¢€9,...,&, sunt egale cu 1 si unul este
egal cu 0.
(iii) O este exterior poligonului A1 A, ... A, daca si numai dacd are loc

una dintre relatiile

81‘2’%—23’4-52’2%—2%‘—i—...—l—an’zg—z%‘ =48,
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obtinute cand n — 1 dintre numerele €1,¢€9,...,&, sunt egale cu 1 $i unul este
egal cu —1.

Demonstratie. Deoarece |z1| = |22| = ... = |z,], rezulta ca originea
planului complex este O. Fie By, Ba,..., B, mijloacele laturilor [A;As],

[AQAQ,], ceey [AnAl] Atunci OBl 1 AlAQ, OBQ 1 A2A3, NP ,OBn 1 AnAl

. 21 + 29 29 + 23 Zn + 21
B B B, | —— .
81 1( 2 >7 2< 2 >7 ) n( 9 >

(i) Daca O este interior poligonului A;As ... A, rezulta

S = AAlAg = AAOAlAg + Ar0AAs -+ Anoan A

1
= §A1A2 OB + §A2A3 OBy + ...+ §AnA1 -OB,

1

= 5 (1 =2k |22 o =l 22— s )
1 1

:Z‘z%—zg‘—i-—]z%—z%‘—i-. —‘z —zl‘

si de aici ‘21 - 22‘ + ‘ZQ - Zs‘ +...+ ‘z — 21‘ =485, ceea ce trebuia aratat.
Reciproca se obtine imediat folosmd metoda reducerii la absurd si cele
demonstrate la punctele (ii) si (iii).
(ii) Facand o alegere, presupunem ca O € [A1Ay] (figura 2). Rezulta
ca O = By si ca [A1Ay] este diametru al cercului circumscris poligonului
A1 As ... A,. In acest caz,

S = A Ay..A, = ArOA A5 + Anoasa, + -+ Aroa, A,

_ Ay Asg - OBQ n A3Ay - OBg P A A - OB,

2 2 2
E _Z|.22+Z3 E _Z|.Z3+Z4 E _Z|.M
- 2 — 23 5 N 3— 24 5 - n— 21 5
N 2 2 2
2 _ 2 2 _ 2

_‘22_23’ ‘23_24’ ’Z _Zl‘

=S e
adica am obtinut relatia pentru (51,52,..., en) = (0,1,1,...,1). Celelalte

relatii se obtin analog. Reciproca se obtine imediat folosind metoda reducerii
la absurd si cele demonstrate la punctele (i) si (iii).
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(iii) Presupunem ca O este exterior poligonului A1 Ay ..., A,. Facand o
alegere, presupunem ca poligonul si O sunt de o parte si de cealalta a laturii
[A1 As] (figura 3). In acest caz,

S =Aa 4.4, = —Ar04,4, + ArOAsA; + ...+ Ar0 4, A
A{As - OB AyAs - OB A, A - OB
B 1 22 1 + 2 32 2 4.+ n 12 n

21 + 22 29 + 23
a-al T 5

2
=— 5 + 5 ot 5

_\zl_ZQ\ \ZQ_ZS\ | \z_zl\

|22 — 23] -

adica am obtinut relai;la pentru (51,52, e ,an) = (—1, 1,1,...,1). Celelalte
relatii se obtin analog. Reciproca se obtine imediat folosind metoda reducerii
la absurd si cele demonstrate la punctele (i) si (ii).



