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Propoziţia 13. Fie f : [0, 1] → R o funcţie continuă şi α > 1. Atunci

lim
n→∞n

∫ 1

0
xn
(

x

1α
+

x2

2α
+ . . .+

xn

nα

)
f (xn) dx = ζ (α)

∫ 1

0
f(x)dx.

Demonstraţie. Fie αk =
1

kα
, βk = k, ∀ k ≥ 1. Deoarece α > 1,

ζ(α) = lim
n→∞

n∑
k=1

1

kα
∈ (0,∞). Din corolarul 3 (i) rezultă enunţul.
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ASUPRA PROBLEMEI 27508
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Abstract. This article fixes an error in the problem 27508 from the num-
ber 3/2018 of this journal

Keywords: complex coordinates, area

MSC: 51M04

În Gazeta Matematică-Seria B nr. 3/2018, pag. 151, d-l Iulian Micu
din Craiova a propus următoarea problemă:

Fie a, b, c ∈ C∗ numere complexe distincte de module egale. Notăm cu
S aria triunghiului cu vârfurile ı̂n punctele de afixe a, b, c.

(i) Să se arate că
∣∣b2 − a2

∣∣+ ∣∣c2 − b2
∣∣+ ∣∣a2 − c2

∣∣ = 4S.

(ii) Să se arate că dacă
∣∣b2 − a2

∣∣+ ∣∣a2 − c2
∣∣ = 4S, atunci triunghiul este

dreptunghic.
Rezolvarea problemei, cu enunţ corectat, a apărut ı̂n G.M.-B nr. 9/2018.

În cele ce urmează vom arăta că relaţia de la punctul (i) nu este mereu
adevărată, vom da un enunţ corectat pe care ı̂l vom demonstra şi apoi vom
demonstra o generalizare.

Fie a =
1 + i

√
3

2
, b = 1, c = i. Rezultă că |a| = |b| = |c| = 1 şi

∣∣b2 − a2
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣12 −
(
1 + i

√
3

2

)2
∣∣∣∣∣∣ =

√
3,
∣∣c2 − b2

∣∣ = ∣∣i2 − 12
∣∣ = 2,

∣∣a2 − c2
∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
(
1+i

√
3

2

)2

− i2

∣∣∣∣∣∣ = 1. Dacă A

(
1+i

√
3

2

)
, B(1), C(i) rezultă că A

(
1

2
,

√
3

2

)
,

B (1, 0), C (0, 1) şi atunci

S =
1

2
·
∣∣∣∣∣12 (0− 1) + 1

(
1−

√
3

2

)
+ 0

(√
3

2
− 1

)∣∣∣∣∣ =
√
3− 1

4
.

.
Cu acestea,

∣∣b2 − a2
∣∣ + ∣∣c2 − b2

∣∣ + ∣∣a2 − c2
∣∣ = √

3 + 2 + 1 =
√
3 + 3 şi

4S = 4 ·
√
3− 1

4
=

√
3 − 1, şi am arătat astfel că relaţia (i) nu este mereu

adevărată.
Un posibil enunţ corectat este următorul.
Fie a, b, c ∈ C∗ numere complexe distincte de module egale. Notăm cu

S aria triunghiului cu vârfurile ı̂n punctele de afixe a, b, c.
(i) Să se arate că dacă triunghiul este ascuţitunghic, atunci∣∣a2 − b2

∣∣+ ∣∣b2 − c2
∣∣+ ∣∣c2 − a2

∣∣ = 4S.

(ii) Să se arate că dacă
∣∣a2 − b2

∣∣+ ∣∣c2 − a2
∣∣ = 4S, atunci triunghiul este

dreptunghic.
(iii) Să se arate că dacă triunghiul este obtuzunghic, atunci − ∣∣a2 − b2

∣∣+
+
∣∣b2 − c2

∣∣ + ∣∣c2 − a2
∣∣ = 4S sau

∣∣a2 − b2
∣∣ − ∣∣b2 − c2

∣∣ + ∣∣c2 − a2
∣∣ = 4S sau∣∣a2 − b2

∣∣+ ∣∣b2 − c2
∣∣− ∣∣c2 − a2

∣∣ = 4S.
Demonstraţie. Fie A(a), B(b), C(c) aflate ı̂n planul complex având ori-

ginea ı̂n centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC şi A′, B′, C ′ mij-
loacele laturilor [BC], [CA] şi [AB].

Rezultă că A′
(
b+ c

2

)
, B′

(
c+ a

2

)
, C ′

(
a+ b

2

)
.

(i) Dacă triunghiul ABC este ascuţitunghic, atunci centrul O al cercului
său circumscris se află ı̂n interiorul triunghiului şi avem (figura 1)
S = AΔABC = AΔOAB +AΔOBC +AΔOCA =

=
AB ·OC ′

2
+

BC ·OA′

2
+

CA ·OB′

2
=

=

|a− b| ·
∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣
2

+

|b− c| ·
∣∣∣∣b+ c

2

∣∣∣∣
2

+

|c− a| ·
∣∣∣∣c+ a

2

∣∣∣∣
2

=

=

∣∣a2 − b2
∣∣+ ∣∣b2 − c2

∣∣+ ∣∣c2 − a2
∣∣

4

A

B C

O

A’

B’C ’

figura 1

şi de aici imediat relaţia (i). Este adevărată şi afirmaţia reciprocă.
(ii) Presupunem că

∣∣a2 − b2
∣∣+ ∣∣c2 − a2

∣∣ = 4S. Rezultă

|a− b| ·
∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣
2

+

|c− a| ·
∣∣∣∣c+ a

2

∣∣∣∣
2

= S ⇔ AB · OC ′

2
+

CA · OB′

2
= S ⇔
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⇔ AΔOAB +AΔOCA = S ⇒ O = A′ ⇒ m(�A) = 90◦

şi deci triunghiul ABC este dreptunghic ı̂n A. Este adevărată şi afirmaţia
reciprocă.

Se procedează analog şi cu celelalte două relaţii.
(iii) Dacă triunghiul ABC este obtuzunghic, atunci centrul O al cer-

cului său circumscris se află ı̂n exteriorul triunghiului. Făcând o alegere, să
presupunem că O are faţă de latura [AB] distanţa mai mică strict decât faţă
de celelate laturi ale triunghiului.

În acest caz

S = AΔABC = −AΔOAB +AΔOBC +AΔOCA

= −AB ·OC ′

2
+

BC ·OA′

2
+

CA ·OB′

2

= −
|a− b| ·

∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣
2

+

|b− c| ·
∣∣∣∣b+ c

2

∣∣∣∣
2

+

|c− a| ·
∣∣∣∣c+ a

2

∣∣∣∣
2

=
− ∣∣a2 − b2

∣∣+ ∣∣b2 − c2
∣∣+ ∣∣c2 − a2

∣∣
4

şi de aici imediat prima relaţie de la (iii). Este adevărată şi afirmaţia re-
ciprocă.

Celelalte două relaţii se demonstrează analog.
Cum faptele că punctul O este interior, sau pe o latură sau exterior

sunt echivalente cu faptele că triunghiul este ascuţitunghic sau dreptunghic
sau obtuzunghic, rezultă că relaţiile de la (i), (ii) şi (iii) constituie condiţii
necesare şi suficiente ca punctul O să fie interior, pe o latură sau exterior.

În cele ce urmează vom demonstra următoarea generalizare:
Fie z1, z2, . . . , zn ∈ C∗, (n � 3) numere complexe distincte de module

egale. Fie A1, A2, . . . , An de afixe z1, z2, . . . , zn, O centrul cercului circum-
scris şi S aria poligonului A1A2 . . . An. Atunci :

(i) O este interior poligonului A1A2 . . . An dacă şi numai dacă are loc
relaţia ∣∣z21 − z22

∣∣+ ∣∣z22 − z23
∣∣+ . . .+

∣∣z2n − z21
∣∣ = 4S.

(ii) O este pe o latură a poligonului A1A2 . . . An dacă şi numai dacă are
loc una dintre relaţiile

ε1
∣∣z21 − z22

∣∣+ ε2
∣∣z22 − z23

∣∣+ . . .+ εn
∣∣z2n − z21

∣∣ = 4S,

obţinute când n− 1 dintre numerele ε1, ε2, . . . , εn sunt egale cu 1 şi unul este
egal cu 0.

(iii) O este exterior poligonului A1A2 . . . An dacă şi numai dacă are loc
una dintre relaţiile

ε1
∣∣z21 − z22

∣∣+ ε2
∣∣z22 − z23

∣∣+ . . .+ εn
∣∣z2n − z21

∣∣ = 4S,
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obţinute când n− 1 dintre numerele ε1, ε2, . . . , εn sunt egale cu 1 şi unul este
egal cu −1.

Demonstraţie. Deoarece |z1| = |z2| = . . . = |zn|, rezultă că originea
planului complex este O. Fie B1, B2, . . . , Bn mijloacele laturilor [A1A2],
[A2A3], . . . , [AnA1]. Atunci OB1 ⊥ A1A2, OB2 ⊥ A2A3, . . . , OBn ⊥ AnA1

şi B1

(
z1 + z2

2

)
, B2

(
z2 + z3

2

)
, . . . , Bn

(
zn + z1

2

)
.

(i) Dacă O este interior poligonului A1A2 . . . An rezultă

S = AA1A2...An = AΔOA1A2 +AΔOA2A3 + . . .+AΔOAnA1

=
1

2
A1A2 · OB1 +

1

2
A2A3 ·OB2 + . . .+

1

2
AnA1 · OBn

=
1

2

(
|z1 − z2|·

∣∣∣z1 + z2
2

∣∣∣+ |z2 − z3|·
∣∣∣z2 + z3

2

∣∣∣+ . . .+ |zn − z1|·
∣∣∣zn + z1

2

∣∣∣)
=

1

4

∣∣z21 − z22
∣∣+ 1

4

∣∣z22 − z23
∣∣+ . . .+

1

4

∣∣z2n − z21
∣∣

şi de aici
∣∣z21 − z22

∣∣+ ∣∣z22 − z23
∣∣+ . . .+

∣∣z2n − z21
∣∣ = 4S, ceea ce trebuia arătat.

Reciproca se obţine imediat folosind metoda reducerii la absurd şi cele
demonstrate la punctele (ii) şi (iii).

(ii) Făcând o alegere, presupunem că O ∈ [A1A2] (figura 2). Rezultă
că O = B1 şi că [A1A2] este diametru al cercului circumscris poligonului

A1A2 . . . An. În acest caz,

S = AA1A2...An = AΔOA2A3 +AΔOA3A4 + . . .+AΔOAnA1

=
A2A3 · OB2

2
+

A3A4 ·OB3

2
+ . . . +

AnA1 · OBn

2

=

|z2 − z3| ·
∣∣∣∣z2 + z3

2

∣∣∣∣
2

+

|z3 − z4| ·
∣∣∣∣z3 + z4

2

∣∣∣∣
2

+ . . .+

|zn − z1| ·
∣∣∣∣zn + z1

2

∣∣∣∣
2

=

∣∣z22 − z23
∣∣

4
+

∣∣z23 − z24
∣∣

4
+ . . . +

∣∣z2n − z21
∣∣

4
,

adică am obţinut relaţia pentru (ε1, ε2, . . . , εn) = (0, 1, 1, . . . , 1). Celelalte
relaţii se obţin analog. Reciproca se obţine imediat folosind metoda reducerii
la absurd şi cele demonstrate la punctele (i) şi (iii).
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(iii) Presupunem că O este exterior poligonului A1A2 . . . , An. Făcând o
alegere, presupunem că poligonul şi O sunt de o parte şi de cealaltă a laturii
[A1A2] (figura 3). În acest caz,

S = AA1A2...An = −AΔOA1A2 +AΔOA2A3 + . . .+AΔOAnA1

= −A1A2 · OB1

2
+

A2A3 ·OB2

2
+ . . . +

AnA1 ·OBn

2

= −
|z1 − z2| ·

∣∣∣∣z1 + z2
2

∣∣∣∣
2

+

|z2 − z3| ·
∣∣∣∣z2 + z3

2

∣∣∣∣
2

+ . . .+

|zn − z1| ·
∣∣∣∣zn + z1

2

∣∣∣∣
2

= −
∣∣z21 − z22

∣∣
4

+

∣∣z22 − z23
∣∣

4
+ . . .+

∣∣z2n − z21
∣∣

4
,

adică am obţinut relaţia pentru (ε1, ε2, . . . , εn) = (−1, 1, 1, . . . , 1). Celelalte
relaţii se obţin analog. Reciproca se obţine imediat folosind metoda reducerii
la absurd şi cele demonstrate la punctele (i) şi (ii).

PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICAŢII LA NOŢIUNILE POL ŞI POLARĂ

Ion Pătraşcu
1) şi Lucian Tuţescu

2)

În această lecţie prezentăm noţiunile de pol-polară ı̂n raport cu un cerc,
demonstrăm câteva teoreme de bază referitoare la acestea şi ilustrăm folosirea
lor prin câteva aplicaţii. Considerăm că readucerea acestor noţiuni ı̂n atenţia
elevilor este utilă, deoarece rezolvarea multor probleme este astfel uşurată.

1. Pol şi polară ı̂n raport cu un cerc

Definiţia 1. Fie cercul C(O,R) şi P un punct din planul său, P �= O.
Dacă P ′ este punctul definit de

P ′ ∈ OP şi
−−→
OP · −−→OP ′ = R2 (1)

şi p este perpendiculara ı̂n P ′ pe dreapta OP , spunem că p este polara punc-
tului P ı̂n raport cu cercul C(O,R), iar P este polul dreptei p.

Observaţii. a) Dacă P aparţine cercului C(O,R), polara lui este tan-
genta dusă ı̂n P la cerc.

b) Dacă P este un punct interior cercului polara sa p este o dreaptă
exterioară cercului.

c) Dacă P şi Q sunt două puncte astfel ı̂ncât m(�POQ) = 90◦, iar p, q
sunt polarele punctelor P , Q ı̂n raport cu cercul C(O,R), atunci p ⊥ q.
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