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În această notă prezentăm două inegalităţi integrale echivalente şi o
aplicaţie ı̂n care aratăm convergenţa unor serii cu termeni integrali.

Inegalitatea integrală 1. Fie f : [0, 1] → R o funcţie de două ori derivabilă
având a doua derivată continuă pe intervalul [0, 1]. Dacă f(0) = f(1), atunci
pentru orice m ≥ 1 are loc inegalitatea∣∣∣∣
∫ 1

0
xmf ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤
√

2

3

m

m+ 1

1√
(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0
(f ′′(x))2dx

)1/2

. (1)

Demonstraţie. Observăm mai ı̂ntâi că

f ′(1) =
∫ 1

0
xf ′′(x)dx.

Într-adevăr

0 = f(1)−f(0) =

∫ 1

0
f ′(x)dx = xf ′(x)

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
xf ′′(x)dx = f ′(1)−

∫ 1

0
xf ′′(x)dx.

Folosind formula integrării prin părţi şi inegalitatea Cauchy-Schwarz obţinem
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(∫ 1

0
xmf ′(x)dx

)2

=

(
xm+1

m+ 1
f ′(x)

∣∣∣1
0
− 1

m+ 1

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

)2

=

=

(
f ′(1)
m+ 1

− 1

m+ 1

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

)2

=

=
1

(m+ 1)2

(
f ′(1)−

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

)2

=

=
1

(m+ 1)2

(∫ 1

0
xf ′′(x)dx−

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

)2

=

=
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(m+ 1)2

(∫ 1

0
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)
=
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(m+ 1)2
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(f ′′(x))2dx

)
=

=
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(m+ 1)2

(
x3

3
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xm+3

m+ 3
+

x2m+3

2m+ 3
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0

·
(∫ 1

0
(f ′′(x))2dx

)
=

=
2

3

m2

(m+ 1)2
· 1

(m+ 3)(2m+ 3)

∫ 1

0
(f ′′(x))2dx,

de unde rezultă inegalitatea (1) din enunţ. �
Pentru m = 1 inegalitatea (1) este problema 26843 din Gazeta Mate-

matică - seria B nr. 11/2013.
O formă echivalentă a inegalităţii integrale (1) este:

Inegalitatea integrală 2. Fie f : [0, 1] → R o funcţie de două ori derivabilă
având a doua derivată continuă pe intervalul [0, 1]. Dacă f(0) = f(1),atunci
pentru orice m ≥ 1 are loc inegalitatea:∣∣∣∣∣

m∑
n=1

∫ 1

0
xn(1− x)f ′′(x)dx

∣∣∣∣∣≤
√

2

3

m√
(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0

(
f ′′(x)

)2
dx

)1/2

.

(2)

Demonstraţie. Inegalitatea (1) este echivalentă cu∣∣∣∣
∫ 1

0
(m+ 1)xmf ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤
√

2

3

m√
(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0
(f ′′(x))2dx

)1/2

,

iar pentru membrul său stâng avem succesiv:∣∣∣∣
∫ 1

0
(m+ 1)xmf ′(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0
(xm+1)′f ′(x)dx

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣xm+1f ′(x)
∣∣∣1
0
−

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f ′(1)−

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣
∫ 1

0
xf ′′(x)dx−

∫ 1

0
xm+1f ′′(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0
(x− xm+1)f ′′(x)dx

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣
∫ 1

0
x(1− xm)f ′′(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0
x(1− x)(1 + x+ · · ·+ xm−1)f ′′(x)dx

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
m∑

n=1

∫ 1

0
xn(1− x)f ′′(x)dx

∣∣∣∣∣ .
Aşadar,∣∣∣∣∣

m∑
n=1

∫ 1

0
xn(1− x)f ′′(x)dx

∣∣∣∣∣≤
√

2

3

m√
(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0
(f ′′(x))2dx

)1/2

.�

Inegalităţile integrale (1) şi (2) pot fi reformulate astfel:

Inegalitatea integrală (1) reformulată. Fie g : [0, 1] → R o funcţie

derivabilă având derivata continuă pe intervalul [0, 1]. Dacă

∫ 1

0
g(x)dx = 0,

atunci pentru orice m ≥ 1 are loc inegalitatea∣∣∣∣
∫ 1

0
xmg(x)dx

∣∣∣∣ ≤
√

2

3

m

m+ 1

1√
(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0
(g′(x))2dx

)1/2

. (3)

Aceasta poate fi obţinută aplicând inegalitatea (1) funcţiei

f : [0, 1] −→ R, f(x) =

∫ x

0
g(t)dt.

Inegalitatea integrală (2) reformulată. Dacă g : [0, 1] → R este o funcţie
continuă, atunci pentru orice m ≥ 1 are loc inegalitatea:∣∣∣∣∣

m∑
n=1

∫ 1

0
xn(1− x)g(x)dx

∣∣∣∣∣≤
√

2

3

m√
(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0
(g(x))2dx

)1/2

. (4)

Aceasta poate fi obţinută aplicând inegalitatea (2) funcţiei

F : [0, 1] −→ R, F (x) =

∫ x

0

(∫ y

0
g(t)dt

)
dy − x

[∫ 1

0

(∫ y

0
g(t)dt

)
dy

]
+ c,

unde c ∈ R este o constantă. Observăm că F este de două ori derivabilă,
F ′′ = g este continuă prin ipoteză şi F (0) = F (1) = c.

Aplicaţie. Dacă h : [0, 1] −→ R este o funcţie continuă, atunci, pentru
orice k ≥ 1, seria

m∑
n=1

∫ 1

0
xn(1− x)kh(x)dx (5)
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este convergentă1) şi

|Sk(h)| ≤ Sk(|h|) ≤
√

2

3
‖h‖L2([0,1]), (6)

unde Sk(h) este suma seriei (5) şi ‖h‖L2([0,1]) :=

(∫ 1

0
(h(x))2dx

)1/2

. Mai

mult, şirul cu termeni nenegativi (Sk(|h|))k≥1 este descrescător şi deci con-
vergent.

Demonstraţie. Pentru a demonstra convergenţa seriei (5) vom demon-
stra absolut convergenţa sa. Aplicând inegalitatea (2) funcţiei continue

g : [0, 1] −→ R, g(x) = (1− x)k−1|h(x)|
obţinem∣∣∣∣∣
m∑

n=1

∫ 1

0
xn(1− x)k|h(x)|dx

∣∣∣∣∣≤
√

2m

3(m+ 3)(2m+ 3)

(∫ 1

0
(1−x)2k−2(h(x))2dx

) 1
2
.

Pe de altă parte
m√

(m+ 3)(2m+ 3)
< 1, ∀m ≥ 1

şi (∫ 1

0
(1− x)2k−2(h(x))2dx

) 1
2

≤ ‖h‖L2([0,1]).

Aşadar
m∑

n=1

∣∣∣∣
∫ 1

0
xn(1− x)kh(x)dx

∣∣∣∣ ≤
m∑

n=1

∫ 1

0
xn(1− x)n|h(x)|dx =

=

∣∣∣∣∣
m∑

n=1

∫ 1

0
xn(1− x)n|h(x)|dx

∣∣∣∣∣ ≤
√

2

3
‖h‖L2([0,1]),

fapt care arată că seria (5) este ı̂ntr-adevăr absolut convergentă şi deci con-
vergentă. Trecând la limită ı̂n inegalităţile∣∣∣∣∣

m∑
n=1

∫ 1

0
xn(1− x)kh(x)dx

∣∣∣∣∣≤
m∑

n=1

∫ 1

0
xn(1− x)k|h(x)|dx ≤

√
2

3
‖h‖L2([0,1]),

deducem

|Sk(h)| ≤ Sk(|h|) ≤
√

2

3
‖h‖L2([0,1]),

adică inegalităţile (6) sunt complet demonstrate.

1)Spunem că seria

m∑

n=1

an este convergentă, dacă există şi este finită limita

S = lim
m→∞

m∑

n=1

an, care se numeşte suma seriei şi se notează S =

∞∑

n=1

an. (N.R.)
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şi
ru
lu
i
(S

k
(|h

|))
k
≥1

re
zu

lt
ă
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