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In aceasta nota prezentam doua inegalitati integrale echivalente si o
aplicatie in care aratam convergenta unor serii cu termeni integrali.

Inegalitatea integrala 1. Fie f : [0,1] — R o functie de doua ori derivabila
avand a doua deriata continua pe intervalul [0,1]. Daca f(0) = f(1), atunci
pentru orice m > 1 are loc inegalitatea

= \/gmr—n% 1/ (m+ 3?(2m +3) </ol(f”(m))2dw> : - )

Demonstratie. Observam mai intai ca

1
7(1) = /0 2 f"(2)da.

/1 2™ f (x)dw
0
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Folosind formula integrarii prin parti si inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem
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2 m? 1 L 2
-z : d
3(m+ 12 (m+3)2m+3) /0 (F (@) da,
de unde rezulta inegalitatea (1) din enunt. O

Pentru m = 1 inegalitatea (1) este problema 26843 din Gazeta Mate-
matica - seria B nr. 11/2013.
O forma echivalenta a inegalitatii integrale (1) este:

Inegalitatea integrala 2. Fie f : [0,1] — R o functie de doua ori derivabila
avand a doua derivata continua pe intervalul [0,1]. Daca f(0) = f(1),atunci
pentru orice m > 1 are loc inegalitatea:

Z/ (1 —2)f"(z)de| < \[¢ 2m+3)</01(f”(x))2dx)

Demonstratie. Inegalitatea (1) este echivalenta cu

1/2

(2)

1/2

= \/z\/(m—l—;;@m—k?)) </ol(f//(x>)2dx> ’

iar pentru membrul sau stang avem succesiv:

1 1
m 2™ (x)dz| = 2™ £ (2)dx
/0( T+ 1)a™ f () /0< Y (x)d

l(m + )™ f(x)dz
0

xm+1f/(x)’(1) B /01 merlf”(a?)dx
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1 1
xf"(z)dw — / 2" (2)da
0 0

1
/ (1 —2™)f"(z)dx| =
0

Asadar,

"1—2a)f ” z)dz| <

1/2
\/7\/m+3 2m + 3) (/ (fle dx) -

Inegalitatile integrale (1) si (2) pot fi reformulate astfel:

Inegalitatea integrala (1) reformulata. Fie g : [0,1] — R o functie
1

derivabila avand derivata continud pe intervalul [0, 1]. Dacd/ g(x)dz =0,
0

atunci pentru orice m > 1 are loc inegalitatea
1/2

/o1 g (r)dz| < \/zmﬁl \/(m+3§(2m+3) </ol(g/(x))2d$) W

Aceasta poate fi obtinuta aplicand inegalitatea (1) functiei

f:00,1] — R, f(z) = /Oﬂﬁ g(t)dt.

Inegalitatea integrala (2) reformulata. Dacd g : [0,1] — R este o functie
continud, atunci pentru orice m > 1 are loc inegalitatea:

. /
S\/g\/(m+3)(2m+3) </ol(g(x))2dx>l 2' @

Aceasta poate fi obtinuta aplicand inegalitatea (2) functiei

Fi01] — R, F(x):/j </0yg(t)dt>dy—x[/ol </Oyg(t)dt>dy} o

unde ¢ € R este o constanta. Observam ca F este de doua ori derivabila,
F" = g este continua prin ipoteza si F(0) = F(1) = c.

2" (1 —x)g(x)dz

Aplicatie. Daca h : [0,1] — R este o functie continua, atunci, pentru
orice k > 1, seria

mooq
Z/Ox (1 —z)*h(z)dz (5)

n=1
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este convergentdl) §t
2
[Sk(h)| < Sk(lhl) < \/;Hh\ﬂ([o,l])a (6)

1 1/2
unde Si(h) este suma seriei (5) si ||hlr2(j0,1)) = (/ (h(x))2dx> . Mai
0

mult, sirul cu termeni nenegativi (Sk(|h|))k>1 este descrescator si deci con-
vergent.

Demonstratie. Pentru a demonstra convergenta seriei (5) vom demon-
stra absolut convergenta sa. Aplicand inegalitatea (2) functiei continue

9:00,1] — R, g(z) = (1 —2)* }|h(x)|

obtinem

mo ol
2"(1 — 2)¥|h(2)|dz
g/o (1 - 2)* ()

Pe de alta parte

2m 1 _ 3
S\/:a(m+ 3)(2m+ 3) </0<1_“”)2k () Pda)

<l,Vm>1

\/(m+ 3)(2m+ 3)
51 X %
( [a- m>2’f—2<h<x>>2dx) < Illz2 o,

Asgadar

m

Z/Olﬂf"(l—x a)dx Z/ (1 — 2)"|h(z)|de =

n=1
Z/ (1~ 2)"|h()\de| < \ﬂhum”

fapt care arata ca seria (5) este intr-adevar absolut convergenta si deci con-
vergenta. Trecand la limita in inegalitatile

m 1 m 1 5
> [a—apne| <3 [ ar0 -0 <2l
n=1 n=1

deducem
2
1940001 < Sl < /2Bl

adica inegalitatile (6) sunt complet demonstrate.

m
1)Spunem ca seria E an este convergenta, daca exista gi este finita limita

n=1
m [eS]

S = lim E an, care se numeste suma seriei gi se noteazi S = E an. (N.R.)
m—r0o0

n=1 n=1
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