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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

FOLOSIREA SUMELOR SIMETRICEViN
DEMONSTRAREA UNOR INEGALITATI

DUMITRU Baract

In aceasti lectie prezentam rezolvarea a doua probleme referitoare la
inegalitati folosind o idee comuna: considerarea sumelor simetrice alcatuite
cu variabilele date, sau cu o parte dintre ele. Avantajul acestei abordari este
posibilitatea de a gasi o rezolvare folosind metode elementare.

1. Marius Stanean, Zalau (G.M.-B nr. 6-7-8/2016) Numerele reale a,
b, ¢, d verificd a+b+c+d =6 sia®+b>+c*+d* =12. Sa se arate ca
abed < 3.
Solutie. Notam a + b = s, ab = p, deci a,b € R si s > 4p. Rezulta
c+d=6-s,c?+d*> =12 — s*> + 2p, de unde rezulti
g (c+d?—(F+d*)  (6—5)?2—(12—s+2p)
“= 2 - 2 -
B 36 — 125 + 52 — 12452 —2p
B 2
Deoarece c,d € R, avem
2 +d*) > (c+d)? & 24— 25 +4p > 36 — 125 + 5% < 4p > 12 — 125 + 352
Trebuie maximizat p(12 — 6s + s? — p) cand s? > 4p > 3(s — 2)%
Din 5?2 > 3(s —2)? < 252 — 125 + 12 < 0 < 52 — 65+ 6 < 0 obtinem
5 € [3—14/3,3 ++/3]. Putem presupune a + b < ¢+ d, deci s < 3. Functia de

gradul al doilea f(t) = —t2 + (s? — 65 + 12)t este crescitoare pentru t < ty
5% —6s +12

=12 — 65+ 5% — p.

si descrescatoare pentru t > ty, unde ty =

Considerand diferitele posibilitati de situare a varfului parabolei, avem

cazurile )

oty > SZ@252—12s+24252@52—12s+24204:>s§6—2\/§
sau s > 6 + 2¢/3. Ultima varianti fiind exclusa, s € [3 — \/3,6 — 2\/5]

2 2
s 3(s —2)
— >ty > —.
taT Ve
—2
otv§M@232—12s+24§332—128+12®

&s2-12>0e s> 2V3,

deci s € [2\/5, 3+ \/g], situatie care iese din discutie, deoarece 2v/3 > 3.
Ramaéan astfel doar primele doua cazuri:

1)Profesor, Slatina
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2
I. s € [3— /3,6 — 2¢/3]; maximul este atins pentru p = SZ cand

52
abed = T <12—68+82—

f 35" — 2453 4 4857 3(4s — s?)?
4) 16 B 16
deoarece 4s — 52 > 0, maximul lui abed are loc cand 4s — s? este maxim, deci

pentru sy = 2. Rezulta pyy = 1, deci apy = byr =1, c+d =4, e¢d = 3, deci
(CMadM) S {(173)7 (37 1)}a (ade)M =3.

2
—6 12
II. s e [6 — 2V/3, 3]; maximul este atins pentru p = ty = %
cand
52 — 65 + 12 5 82 —6s+12 (s — 65+ 12)?
abcd:ﬁ<12—6$+s— 5 )z 1 .

Deoarece s2 — 65 + 12 > 0, maximul lui abed are loc in extremitatile
(3 —2v3)* + 3]
4

intervalului unde avem
9
Z < 3.
Asadar, (abed)pr = 3, cand s =2, p=1,decia=b=c=1,d = 3.
Din simetrie, mai exista inca trei variante de egalitate.
2. Ion Nedelcu, Ploiesti (G.M.-B nr. 4/2016 - enunt intarit)
Fie a, b, ¢ numere reale pozitive cu suma 1. Sa se arate ca
3 9 a+b b+c c+a
—< =< < 2.
2 5_1+ab+1+bc+1+ca_
Solutie. Notand p=a+b+c =1, ¢ = ab+ bc + ca, r = abc, avem

ZHb Y (a+b)(1+bc)(1+ca) > (a+b)(1+be+ ca+ abe®)

< 3, dupa cum se verifica ugor, si

1+ab  (I+ab)(1+be)(l+ca) 1+ g+ pr+ 72
Z(a +0b) + Z(Qabc + a*c+ b%c) + (abe) Z(ac + be)

L+qg+r+r?
_ 2p+6r+pqg—3r+2qr  2+q+3r+2qr

14+q+r+r?  l4+gtr4r
A doua inegalitate devine

2 3r+2
+tat ”+gr32@2+q+3w+%r§2+%+2r+%2@
L+qg+r+r

22t 2qr+q—r>0% (g—7)(1—2r)>0.

Tnsé,
qg—r=(g—9r)+8 >0 si 1—2r=(p*—27r)+25r >0.

Egalitate avem cand r = 0, ¢ = 0, deci cand a = 1, b = ¢ = 0 i
analoagele.
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Prima inegalitate din enuntul original devine
3 - 24+q+3r+2qr

S p— &34 3¢+3r +3r2 <4+2¢+ 6r + 4qr <

& 1—q+3r+4qr—3r2 > 0.
Tnsé,
1 —q+3r+4qr —3r2 = (p* — 3q) + 2¢ + 3r + 4r(pqg — 9r) + 33r2 > 0.
In acest caz egalitatea nu poate fi atinsa.
Prima inegalitate intarita devine
9 - 24 q+3r+2r
5= 1+qg+r+r2’

care se scrie

9+ 9g + 9r + 9r2 < 10 + 5¢ + 157 + 10qr <
&1 —4q+ 6r +10gr — 92 > 0 < p% — 4p*q + 6p3r + 10pgr — 9r% > 0.
Ins&, folosind inegalitatile lui Schur:

Za(a—b)(a—c)20<:>p3—4pq+97”20,

> a’(a—b)(a—c) >0« p'—5pPg+ 6pr+4¢° > 0
si inegalitatea cunoscuta pg — 9r > 0, avem

p® — 4p*q + 6p*r + 10pgr — 9r* = p*(p* — 5p°q + 6pr + 4¢°)+
+pq(p* — 4pg + 9r) + r(pg — 9r) > 0.

Egalitatea este atinsa pentru cazurile de egalitate a inegalitatilor lui

Schur: a=b=c=—-si (a=b= g ¢= 0) si inca doua analoage.
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