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Articolul de fatd prezintda noua solutii, ordonate de la ,elementar” la
,superior”, pentru problema din [4]. Tata enuntul:

Numerele reale a, b, ¢, d verifica conditiile
a+b+ct+d=6 (1)
§t
a2+ b2+ +d? =12 (2)
Sa se arate ca abed < 3.

In cele ce urmeaza vom nota

Y a=a+b+ctd,

> "ab=ab+ ac+ ad + be + bd + cd,

> " abe = abe + abd + acd + bed,
P = abed,

Za”:a”—l—b”—l—c”—l—d”,neN*.
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Majoritatea solutiilor pe care le vom prezenta folosesc cateva proprietati
ale numerelor reale a, b, ¢, d care verifica relatiile (1) si (2). Din ipoteza avem

Z a=6si Z a? = 12. Ridicand la pétrat egalitatea Z a = 6 obtinem

> ab=12. (3)

Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem (b+c+d)? < 3(b*+c?+
d?) adica (6 — a)? < 3(12 — @?); analog pentru celelalte variabile. Rezulti

a,b,c,d €[0,3]. (4)

In continuare avem (b+ ¢+ d)* = (6 — a)?, de unde 12 — a2 + 2(be +
bd + cd) = 36 — 12a + a?, be + bd + cd = a® — 6a + 12, deci abe + abd + acd =
a® — 6a? + 12a. Mai scriem trei egalititi similare (pornind cu a + b + d
respectiv a + ¢+ d si a + b + ¢) si, adunand cele patru egalitati, rezulta

3 Z abc = Z a®—6 Z a’+12 Z a, de unde deducem relatia

SZabc: Zag. (5)
Observatie. Relatia (5) se poate obtine direct din identitatea
n n n
Satos ¥ asa=(Xa) (i ¥ o).
i=1 1<i<j<k<n i=1 i=1 1<i<j<n

Solutia 1 (Viadimir Cerbu). Numerele reale a, b, ¢, d sunt solutiile
ecuatiei (x — a) (x — b) (x — ¢) (x — d) = 0. Prin desfacerea parantezelor ecu-
atia devine 2% — (3" a) 23 + (3] ab) 22 — (3 abe) x + abed = 0, sau

P = (Z abc) x — 1222 + 62° — 2%

Deoarece numerele a, b, ¢, d sunt solutii ale ecuatiei rezulta ca au loc relatiile:

P= (Z abc) a—12d2 +6a° —a', P= (Z abc) b— 120% + 6b3 — b,

P = (Zabc) c—122 466 —¢*, P= (Zabc) d—12d?* + 6d° — d*

Adunand aceste patru egalititi obtinem 4P = (3 abc)(>_a) — 123 a? +
6> a®—> a* adica 4P =6 abc—144+6 > a®> — > a*, de unde, conform

1 1
(5), P = Z(8Za3 — > a* — 144). Avem succesiv P = ZZ (8a® —a*) —

4
— 1 2 2
P—12—ZZ(a —4a)”.

Cu inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem

Z (a2 — 4a)2 > i (Z (a2 — 4a))2 = 36,

1 1
36 = =S (16a% — (a2 — 4a)?) — 36 = 43 a® — 1 > (a® - 4a)2 — 36, deci
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1 1
deci P =12~ 23 (a? —da)” < 12— 7 - 36 = 3, adici P < 3.
Egalitatea P = 3 se obtine daca si numai daca ) (a2 — 4a)2 = 36, adica

not

a? —4a =b*> —4b = ¢ — 4c = d* — 4d = k. Adunand aceste patru egalititi
obtinem " a? — 4 a = 4k, de unde k = —3. In acest caz, a, b, ¢, d sunt
printre solutiile ecuatiei #? — 42 + 3 = 0, adici a,b,c,d € {1,3}. Singurele
situatii care verifica conditiile din enunt, sunt

(a,b,c,d) € {(3,1,1,1); (1,3,1,1); (1,1,3,1); (1,1,1,3)}.

Solutia 2 (Mihail Baluna) Cautam nigte substitutii inspirate de cazul
de egalitate si de ipoteza. Inlocuind
3 3 3 3

a—==8b—=-=t,c—=—=u,d—=-=v

2 2 2 2

obtinem

Zs:(), 282:3.

Inlocuind apoi v = —s —t — u avem (s +¢)? + (t +u)? + (u+5)* = 3.
Inlocuind acum s+t = —z, t +u = —y, u+ s = —z problema se reduce la a
dovedi ci 2% + y? + 22 = 3 implica
3 x+y+z\/3 x—y—2\/3 —zx+y—z\/3 —x—y—i—z)
SANTERLIE SL NG | (N A | (ST AL S | T A ]
Gt )G )G == )G =) <3

Dupa calcule, aceasta revine la

81—1—2364—182962—22:1:23/2—1—24:1:3;2 < 48,
sau, tinand cont ca Y22 =3 Y2t =9-22%? la
ZnyQ — 6zyz 4+ 3 > 0.

Aceasta rezulti prin adunarea inegalitatii 2%y? — 2zyz + 22 > 0 cu
celelalte doua inegalitati analoage.

Solutia 3 (Vladimir Cerbu). Fie a =2x + 1, b =2y + 1, ¢ = 2z + 1,
d = 2t 4+ 1. Conditiile din enunt devin

r+y+z+t=1, (1.1)

i TR RPN = (2.1)
Vom demonstra ca z,y, z,t € [—1/2,1]. Folosind inegalitatea Cauchy-
Schwarz obtinem (y + z + t)* < 3(y* + 2% + %) deci, conform (1.1), (1.2),
(1—2)? <3(1—2?),sau22? -2 —1<0,deunde z € [-1/2,1]. Analog se
demonstreaza ca y, z,t € [—1/2,1].
Avem P =abed = (2x+ 1) (2y + 1) (22 + 1) (2t + 1) si facand calculele
obtinem P = 16zyzt + 8(zyz + xyt + x2t + yzt) + 4(vy + 2z + ot + yz + yt +
2t) + 2@ +y+z+t)+ 1



284 ARTICOLE §I NOTE MATEMATICE

Ridicand (1.1) la patrat deducem relatia
zy+axz+at+yz+yt+ 2t =0. (3.1)

Daca notam Q = 2xyzt + xyz + xyt + xzt + yzt, folosind relatiile (1.1)
si (3.1) obtinem P = 8@Q + 3. Atunci P <3 & @Q <0.

Demonstram ca produsele de cate trei variabile nu pot fi toate pozitive.
Daca zyz > 0, xzyt > 0, xzt > 0, yzt > 0, prin iInmultirea acestor inegalitati
obtinem (acyzt)3 > 0, deci zyzt > 0, iar de aici regulta ca x,y,z,t > 0.
Avem z,y,z,t € (0,1], deci 2?2 < z, y?> <y, 22 < z i t2 < t. Deoarece
PP+ttt =ty trttrezultacia’ =x, i =y, 2 =25 t? =1,
adica x = y = z = ¢t = 1, imposibil pentru ca nu se verifica conditia (1.1).

Ramane ca macar unul dintre produsele de cate trei variabile nu este
pozitiv, de exemplu zyz < 0. Atunci

Q =xyz(2t+1)+t(xy+zz+yz) =
=ayz (2t + 1)+t (—at —yt — 2t) = (6)
=zyz(2t+1) -2 (x+y+z2)=ayz (2t +1) —t2(1 —1).

Deoarece t € [~1/2,1] avem 2t +1 >0, t> (1 —t) > 0 si, cum 2yz < 0,
obtinem @ < 0.

Din relatia (6) rezulta ca egalitatea P = 3 se realizeaza daca si numai
daca ryz (2t +1) =05si t? (1 —t) = 0.

Pentru ¢ = 1 reiese, coform (2.1), x = y = z = 0, iar pentru ¢ = 0 reiese
zyz = 0, deci x = 0 sau y = 0 sau z = 0. Daca, de exemplu, z = 0, atunci z+
y=1,22+y> =1,z =1,y =0sauz = 0,y = 1. Asadar, avem egalitate doar
pentru (z,y,z,t) € {(1,0,0,0); (0,1,0,0); (0,0,1,0); (0,0,0,1)}, adica
pentru (a,b,c,d) € {(3,1,1,1); (1,3,1,1); (1,1,3,1); (1,1,1,3)}.

Solutia 4 (Mircea Lascu®). Din relatia (4) avem a, b, ¢, d € [0, 3]. Daci
unul dintre numerele a, b, ¢, d este egal cu 3, atunci se demonstreza usor
ca celelalte trei numere sunt egale cu 1 si inegalitatea din enunt are loc cu
egalitate. Presupunem in continuare ca a,b,c,d < 3.

Deoarece relatia este simetrica in cele patru variabile, putem alege o
ordonare a lor, de exemplu a > b > ¢ > d. Vom arata ca d < 1. Presupunand
contrariul vom avea 3 >a >b>c>d > 1. Insuméand inegalitatile evidente
0> (a—1)(a—3) = a®— 4a + 3 si cele analoage pentru numerele b, ¢ si d
obtinem 0 > >"a? —4Y a+ 12 = 0 — absurd.

Din a € [0, 3] rezulti (a —3) (a — 1)? = a® — 5a% + 7a — 3 < 0; scriind
inegalitatile corespunzatoare pentru b, ¢, d gi apoi insumand rezulta

> " a® < 30. (7)
Din (5) si (7) reiese 30 > > a® = 33" abc = 3abc + 3d(bc + ca + ab) =

2 (02 L2 2 A2 - (19 — &2
3abc+3d(a+b+c) 2(a +b° +¢”) _3al;cd+3d(6 d) 2( d?) de

b Profesor, Zalau.
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unde obtinem

2
(6 —d)? — (12 — d?)
2

prin calcul direct, este echivalent cu (d — 3) (d — 1)* > 0. Ultima inegalitate
este adevarata deoarece d € [0, 1].

Egalitatea are loc doar daca in (7) avem egalitate, fapt ce are loc atunci
si numai atunci cand unul dintre numerele a, b, ¢, d este egal cu 3 si celelalte
egale cu 1.

Solutia 5 (Marian Cucoanes)). Vom folosi o inegalitate a lui Vo Quoc
Ba Can ([3]):

abed < d<10 — d(6 —d) - (12— d2)>.

Este suficient s& demonstram ca d(l() —d ) < 3, care

Dacd a, b, ¢ sunt numere reale $i a+b+c = p, 3(ab+bc+ca) = p? —q?,
q > 0, abc = r atunci

(p+a)?(p—2¢)<2Tr < (p—q)* (p+2q).
Conform (4) putem presupune ca 0 < a < b < ¢ < d < 3. Atunci
6:a—|—b—|—c+d§4d,deunderezultécédzg. (8)

Notdm p = a+b+c=6—d, g = Va2 + b2+ c? —ab— bc — casir = abe.
Deoarece 3 (a2 + 0%+ 02) = p? + 2¢° rezultad 3 (12 — d2) = (6 — al)2 +2¢?% de
unde obtinem ¢ = v/6d — 2d?. Folosind inegalitatea Vo Quoc Ba Can avem

27abe = 27r < (p — q)* (p + 2q) = p° — 3pg® + 2¢°

= 216 — 216d 4 72d> — 7d® + 2/ (6d — 2d2)°.

Este suficient sa demonstram ca
216d — 216d% + 72d> — 7d* + 4d2 (3 — d) \/6d — 242 < 81,
adica (3 — d) (—7d> + 51d? — 63d + 27) > 4d? (3 — d) v/6d — 2d2. Dac tinem
cont ca 3 —d > 0, ar mai trebui demonstrat ca
4d%\/6d — 2d2 < —7d® + 51d® — 63d + 27. (9)

Din inegalitatea mediilor avem 4d?v/6d —2d? = 2d - 2d\/6d — 2d? <
2d (d2 + 6d — 2d2) de unde rezulta ca

4d*\/6d — 2d% < —2d3 + 12d>. (10)
Vom demonstra in continuare ca
—2d% 4+ 12d* < —7d* + 51d* — 63d + 27. (11)

1)Profesor, Marasesti.
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Inegalitatea (11) este echivalenti cu —5d°+39d? —63d+27 > 0 care este
adevarata, deoarece —5d> 4 39d? —63d +27 = (3—d)? +2d(6 — d)(2d—3) > 0
(am folosit (4) si (8)).

Din (10) si (11) rezulta ca (9) este adevarata, ceea ce incheie solutia.

Solutia 6 (Marian Cucoanes). Conform (4) putem presupune ca 0 <
<a<b<e<d<3.

Daca ¢ < 1 atunci a + b+ ¢ < 3 adica 6 — d < 3 de unde obtinem d > 3
— absurd. Ramane ca ¢ > 1 gi atunci avem 1 < ¢ <d < 3.

Notam c4+d =ssicd =p. Avem2<5<6,1<p<9 c+d?> =s>-2p,
(a+b)? — (a® +1?)

a+b=6-s,a’+b*> = 12—s>+2psiab = 5 = 52— 6s—p+12.
Trebuie sa demonstram una dintre relatiile echivalente abed < 3,

3
p(s?—6s—p+12) <3, (s—3)2<p+ - -3,
p

3 3
3—y/p+=-3<s<34,/p+=>-3. (12
p p

Cautam o incadrare pentru s. Deoarece s2—4p = (¢ — d)2 > 0 rezulta ca
s > 2./p. Similar, 0 < (a — b)? = (a + b)>~dab = (6—5)*—4(s>*—65s—p+12) =
— 4p— 352+ 125 —12 de unde deducem ci 4p > 3 (s — 2)?. Cum s > 2 rezulti
2
2\/]_92(8—2)\/§, deci s < %1_9—1—2.

Din cele de mai sus avem urmatoarea incadrare a lui s:

g

2\/;’9§s§%+2. (13)

Tinand cont de (12) si (13), pentru a incheia rezolvarea problemei ar fi
suficient sa demonstram inegalitatile:

3—\/p+2—3§2\/ﬁ (14)
2P [ 3
W+2§3+ p—l—;—?) (15)

Inegalitatea (14) este echivalentd cu 2p + /p?> —3p+3 > 3,/p care,
dupa ridicare la patrat, devine

Ap\/p* = 3p+3 > —5p* + 12p — 3. (14.1)

. 6+ v21
Fie o = 5

(membrul stang este pozitiv, iar cel drept negativ).

Pentru p € [1,a], prin ridicare la patrat inegalitatea (14.1) devine
16p*(p* — 3p + 3) > (=5p® + 12p — 3)%, sau 9(p — 1)*(p* — 6p + 1) < 0,
care este adevarata deoarece 3 —2v2 < 1 < p<a<3+ 2V/2.

. Pentru p € [«,9] inegalitatea (14.1) este adevarata
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Inegalitatea (15) este echivalentd cu 2p < /3p + /3p? — 9p + 9 care,
dupa ridicare la patrat, devine p? + 6p — 9 < 64/p (p2 —3p+3), (15.1).

Pentru p € [1, 3v/2 — 3] inegalitatea (15.1) este adeviratd (membrul
stang este negativ, iar cel drept pozitiv). Pentru p € [3\/_ -3, 9], prin
ridicare la patrat, inegalitatea (15.1) devine (p?+6p—9)? < 36(p® —3p® +3p),
sau (p — 3)%(p? — 18p + 9) < 0, care este adeviratd deoarece 9 — 6v/2 <
<3V2-3<p<9<9+6V2.

Solutia 7 (Mihai Piticari')). Din relatia (4) avem a, b, ¢,d € [0, 3]. Vom
demonstra ca, in conditiile din enunt, are loc inegalitatea

Zabc < 10. (16)

Pentru a justifica aceasta consideram functia
fR=R, f(x)=(x—a)(z—0)(x—c)(z—d).

Desfacand parantezele obtinem f(x) = 2* — (3 a)2® + (D ab) 2% —
— (Y. abe) x + abed adica f (z) = 2* — 623 4+ 1222 — (3. abc) x + abed. Atunci
f(z) = 42® — 1822 + 242 — Y abe si f"(x) = 1222 — 362 + 24. Evident
f"(x)=0 & z=1sauz =2

Deoarece a, b, ¢, d sunt zerourile lui f, rezulta ci f’ are trei zerouri reale
si, utilizand sirul lui Rolle, deducem c& f/ (1) > 0si f'(2) < 0. Din f' (1) >0
obtinem imediat ) abe < 10.

Vom demonstra ca macar unul dintre numerele a, b, ¢, d este in intervalul
[0,1]: daca a,b,c,d € (1,3] atunci > (a—1) (b—1) > 0 adicad > ab—3>  a+
6 > 0, adica 0 > 0 — absurd.

Fie a € [0,1]. Deoarece a este solutie a ecuatiei f (z) = 0 avem a* —
6a> + 12a® — (3. abe) - a + abed = 0, de unde rezulti, folosind si (16),

abed = —a* + 643 — 124> + (Z abc) -a
< —a* +6a® — 124% + 10a

=3—(a—1)*(a—3)
<3.

Solutia 8 (Ovidiu Avidanei®, Mihail Balund, Viadimir Cerbu).

O abordare a problemei cu metode mai avansate este bazata pe metoda
multiplicatorilor lui Lagrange. Fie f(a,b,c,d) = abed, g1(a,b,c,d) =a+ b+
+c+d—6sigo(a,bc,d) =a® + b+ +d% - 12.

Cele trei functii sunt de clasa C! pe R*. Observam ca relatia go = 0
defineste o multime compacta, deci exista maximul functiei f cu legaturile

1)Profesor, Campulung Moldovenesc.
2)Elev, Tasi.
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g1 =0, go = 0. Consideram asadar functia F' = f 4+ A\1g1 + Aogo si sistemul
or or oF oF

%_ %_07 _:Ou :07 91:07 92207

0 dc ad
adica bed + A1 + 2ady = 0, acd + Ay + 2bAy = 0, abd + A\ + 2c\y = 0,
abc+A1+2d\o = 0, a+b+c+d =6, a>+b*+c?+d? = 12. Analizand sistemul
format din primele patru ecuatii reiese ca maximul se obtine atunci cand cel
putin doua variabile sunt egale. Daca luam aceste variabile ¢ = d = x, atunci
obtinem 2ab = (a+b)? —a? — b = (6 — 22)? — (12 — 22%) = 6(2? — 42 +4) si
abed = 3(x(2—x))2. Din a+b = 62z, a?+b? = 12—22% 5i 2(a®+b%) > (a+b)?
rezultd 2(12 — 222) > (6 — 2z)%, deunde z € I = [(3 —/3)/2,3 +/3)/2]. Se
verifica imediat ca max |z(2 — z)| pe intervalul I este 1 si rezulta abed < 3,
cu egal pentru trei dintre numere egale cu 1 si al patrulea egal cu 3.

Solutia 9 (Dan Popescul)). O altd abordare a problemei folosind metode
mai avansate se sprijina pe teorema variabilelor egale. Astfel, Corolarul din
[2] rezolva in totalitate problema:

Fie a1,a9,...,an, n > 3 numere reale nenegative fizate gi 0 < x1 <
<ao < ... <z, astfel incat

1 +2x2o+...+xHp =a1+ a2+ ... +ay
i+l +. +ak=dl+adh+... +db,

unde p este un numdr real, p # 0 gi p # 1. Atunci
(i) pentru p < 0, produsul P = xixy...x, este minim cind 0 < x; =

To=...=Tp_1 < Ty st este marim cand 0 < x1 < xo =23 = ... = Tp_1 =
Tp;

(73) pentru p > 0, produsul P = x1x5... 2, este mazxim cind 0 < xq =
To = ...=Tp_1 < Xy §t este minim cand x1 =0 sau 0 < 21 < a9 = 23 =
e = Tp—-1 = Tp-

In cazul nostru avem n = 4, a1 = a3 = a3 =1, a4 = 3 8ip = 2.
Demonstrand in prealabil ca a, b, ¢, d > 0, conform punctului (i) din corolarul
de mai sus obtinem ca produsul P = abed este maxim atunci cand 0 <
a=b=c<d Celedoua conditii din enunt conduc la sistemul 3a 4+ d =
6, 3a% +d?> = 12. Obtinem a = b= c = 1 si d = 3, deci valoarea maximi a
lui P este 3.
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