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Abstract. In this paper we present some generalisations of an interesting
problem from Kvant magazine, concerning two surfaces with the same area.
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In aceasti noti vom prezenta cateva generalizari ale unei probleme in-
teresante de geometrie, aparuta in anul 2002 in revista Kvant si data la cea
de-a IV-a editie a concursului ,,Gazeta Matematica gi Viitori Olimpici”, in
anul scolar 2012-2013. Problema sursa este urmatoarea:

In interiorul patratului ABC D se considerd doud puncte, M si N, astfel
incit m(SMAN) = m(SMCN) = 45°, M € Int(sNAD). Suprafetele
triunghiurilor MAD, MCN si NAB se coloreazd cu rosu, iar suprafetele
triunghiurilor MCD, MAN si NCB se coloreazd cu albastru. Aratafi ca
suprafata colorata cu rosu si suprafata colorata cu albastru au aceeasi arie.

Pe site-ul [4] se poate vedea o foarte eleganta solutie a acestei probleme,
folosind constructii auxiliare. Nu o vom reproduce, deoarece o abordare putin
diferita ne-a condus catre o prima generalizare.

G1. In interiorul dreptunghiului ABCD se considerd doud puncte,
M si N, astfel incat m(<xMAN) =m(xMCN) = 45°, M € Int (XNAD).
Notam AB =z, BC =y, Sanp = S1, Scun = S2, Samp =S3, Scom =11,
Samn =15 ¢ Spony = T3. Atunci are loc relatia

2283 + y?S1 + 2ySs = 2T + y* Ty + ayTh.

Demonstratie.  Construim triunghiurile
ADQ si DC P, astfel incat sunt orientate in sens
trigonometric si AADQ ~ AABN, cu rapor-

tul de asemanare Q’ iar ADCP ~ ABCN,
x

o x .
cu raportul de asemanare —. Din congruentele

unghiurilor acestor triunghiuri asemenea rezulta
usor ca punctele @, D, P sunt coliniare. Apoi
QD QD NB AD BC’iy2

PD NB PD AB DC %

obtinem

YD Profesor, Colegiul National ,,Gheorghe Sincai*, Baia Mare.
2)Profesor, Scoala Gimnaziala ,,Grigore Moisil“, Satu Mare.



116 ARTICOLE S§I NOTE MATEMATICE

Notam Sapg = S, Spcp = T4, Scpm = 55 st Sagm = T5. Deducem

Si—l—Sg—TQ/:SDQ]\/[:QD:y_2 (1)
Té—l—Tl—Sé Sppwm PD x2’

2 2
T

Pe de alta parte, avem S} = y—251 si Ty = —T3. Apoi,
€z Yy

Ty  AQ-AM AD y

T, AN-AM ~AB &’
adica T) = Y7,. Analog deducem ci Sh = £S,. Inlocuind in (1) obtinem
T

2 2 2
T xT
y—251 + 53 — QTQ = y—2 <—2T3 + 17 — —Sg)
x x 2 \y Y

relatie echivalenta cu 2S5 + y2S1 + 2ySs = 2*Ty + y>T) + xyTh. O

Ne punem intrebarea daca enuntul raméane adevarat gi atunci cand
inlocuim dreptunghiul cu un paralelogram oarecare ABCD, pentru care,
cu aceleasi notatii ca mai inainte, si avem m(JXMAN) = m(s<MCN) =

= §m(<IA). Vom vedea mai intai doua situatii in care putem da raspuns

afirmativ la aceasta intrebare.

G2. In interiorul rombului ABCD se considerd doud puncte, M si
N, astfel incit m(<MAN) = m(xMCN) = %m(qA), M € Int(<NAD,).
Atunci, are loc egalitatea: Sanp~+ Scmn+Samp = Scpym +Samn+SBon.

Demonstratie.  Notam Sayp = 951,
Scmun = S2, Samp = S3, Scpm = Th,
SAMN = Tg §i SBCN = Tg. Aratam ca

S1+ Sy + 53 =T1 +Ty + T;3.
Construim triunghiurile ADQ si DCP, astfel
incat sunt orientate in sens trigonometric si
NADQ = ANABN, iar ADCP = ABCN.
Obtinem AAMQ = AAMN (L.U.L.), deci
MQ@Q=MN. Apoi ACMP=ACMN (L.U.L.),
deci MP = MN. Asadar MQ = MP.

Dar DQ = DP = BN, deci ADMQ@Q = ADMP (L.L.L.). Deoarece

1 A 1 A
Samq = §AQ'AM-SHIE =T5 ¢ Soypp = iCP-CM-sin 3= So, obtinem

Spmq@ = Spmp & Sapg + Sapm — Sagm = Scpp + Scpm — Scpvm &

&S+ 83 -To=T3+T1 -5 & S1+S+S3=T1+T+T13. O

G3. In interiorul paralelogramului ABCD se considerda doud puncte,
M si N, astfel incit ANAMN ~ ANCNM, M € Int (SNAD). Fie AB =z,
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BC =y, Sanp = 51, Scun = S2, Samp = 53, Scpym =T, Saun =Tz si
Spon = T3. Atunci, are loc relatia

2295 + y2S1 + zySs = 22T + y>Th + zyTh.

Demonstratie. Se arata usor, folosind
unghiurile congruente, ca AMCN este un
paralelogram, apoi ca AAMD = ACNB si
AABN = ADCM, iar de aici rezulta imediat
concluzia, deoarece

S1 =T, Sy =15, S3="1"Ts.

Acum putem da raspunsul la intrebarea pe care ne-am pus-o mai inainte.

G4. In interiorul paralelogramului ABCD se considera doud puncte,
M si N, astfel incat M € Int (<NAD) si m(SMAN) = m(xMCN) =

1
:im(qA). Notam AB = x, BC = Y, SANB:SL ScMN = SQ, Saymp = S3,
Scpyv =11, Sapn =15 si Spon = T5. Atunci sunt echivalente afirmatiile
(1) 2283 + y2S1 + xySy = 22T + y> Ty + xyTh;
(2) ABCD este dreptunghi sau romb, sau NAMN ~ ACNM.
Demonstratie. Implicatia (2) = (1) este adevarata, din generalizarile
G1, G2 5 G3.
»(1) = (2)“. Presupunem ca ABCD nu B
este nici dreptunghi nici romb si triunghiurile

AMN gi CNM nu sunt asemenea. Asgadar C A
NC S MA NC NA

— # ——. Notand k = — it = —
Mc 7 Na o MC T T MA
obtinem kt # 1. In plus, A # 5 six #y. D
Alegem un reper cartezian cu originea in centrul paralelogramului, astfel
Incat acesta sa fie orientat in sens trigonometric si sa avem A (1), C' (—1),
A A

B(b), D(d), M (m), N (n), cu b,d,m,n € C. Notam a = cos o + isin 3

— BC b+1
Atunci d = —bsi SR (cos C +1isinC), adica T Vo2 = Y2

Zp — 20 ~ DC 1-b = Ta
Obtinem
p=da—re (2)
Yo+ xa
ZN — 20 n+1 ko +ta — 2
= = ,I{ja m = E—
Apoi, din iﬁ _ ig L + % o 1 reiese 9 kfoi ;akg o -
IN — ZA n—1 t ta ta — ka
Astfel,
2(kt—1) __ _ 2(kt—=1)(t—k)(a—7a)
_ _ — 3
N S ke T T T G = ka) (ta — ka) 3)
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Aria AABC, orientat In sens trigonometric, cu afixele varfurilor a,b,c € C,
se poate calcula folosind formula Sapc = %Im (Eb + be + Ea) . Asadar, (1)
este echivalenta cu Im (z) = 0 adica z € R, unde

z=2*(m+md+d) +y*(b+bn+7) + xy(—m + mn —7)—

—2*(—n+mnb—1b) —y* (—d + dm —m) — zy (n +Am +m).

Cum d = —b, obtinem z = z?(m+n—b(Mm+n))+y*(b(m-+n)+(Mm+n))+
+zy(—m—n—m—n+mn—mn). Astfel, zeR< 2=z &
(22 —y?) (m+n—m—7)+(z*+y*) ((m +n) b — (M + A) b)+2xy (n — mnA) = 0.

Inlocuind formulele (3) in egalitatea precedenta si simplificand cu fac-
torul 2 (kt — 1) # 0, deducem

1 1 b b
2 2 _ 2 2 _
(= y)<ta—ka ta—ka>+(x +y)<ta—ka ta—kﬂ>+
2zy (t — k) (o — @)
ta — kal?

adica
(2® —y®) (t+ k) (a — @) + (2* + y*) (¢t (ab —@b) + k (ab—@b)) + (1)
+2zy (t — k) (o —a@) = 0.

Folosind (2), deducem:
(a—a)(y? — a2 —zy (a® + @ + 2))

ab—ab = 5
lya + @

si
(a—a)(y? —2? + 2y (o® + @ +2))

lya —|—x6\2

ab—ab =

Inlocuind aceste ultime dou relatii in (4) si simplificand cu a—@ # 0 rezulta
t(y* —a® —ay (& +a°+2)) +k (y° —$2+$y(a2+a2+2))+
lya + xa)?
+ (22 =) (t+ k) +2zy (t— k) =

(% +9°)

Deoarece a? + @’ = 2cos A, inmultind cu numitorul, obtinem
(:1:2 + 4% + 22y cos A) ((x2 - y2) (t+k)+2zy (t —k)) +
+ (x2 + y2) ((y2 — :1:2) (t+ k) +2zy (1 +cos A) (k —t)) =0
sau

2xy(2? — y?)(t+ k) cos A+ 4a?y?(t — k) cos A+ 2y (x> +y?)(k —t) cos A = 0.
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Impértind cu 22y cos A # 0, rezulti
(22 —y®) (t+ k) + 22y (t — k) + (2® +y?) (k —t) =0

sl apoi
2kx? — 2ty® + 2txy — 2kzy =0 & (kx +ty)(z—y) =0 Lk +ty =0,

ceea ce este fals. Asadar presupunerea facutd este falsd, de unde rezulta
concluzia.
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