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ASUPRA UNEI PROBLEME DE ARII

Dana Heuberger1) şi Petru Braica2)

Abstract. In this paper we present some generalisations of an interesting
problem from Kvant magazine, concerning two surfaces with the same area.
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În această notă vom prezenta câteva generalizări ale unei probleme in-
teresante de geometrie, apărută ı̂n anul 2002 ı̂n revista Kvant şi dată la cea
de-a IV-a ediţie a concursului ,,Gazeta Matematică şi Viitori Olimpici”, ı̂n
anul şcolar 2012-2013. Problema sursă este următoarea:

În interiorul pătratului ABCD se consideră două puncte, M şi N , astfel
ı̂ncât m(�MAN) = m(�MCN) = 45◦, M ∈ Int(�NAD). Suprafeţele
triunghiurilor MAD, MCN şi NAB se colorează cu roşu, iar suprafeţele
triunghiurilor MCD, MAN şi NCB se colorează cu albastru. Arătaţi că
suprafaţa colorată cu roşu şi suprafaţa colorată cu albastru au aceeaşi arie.

Pe site-ul [4] se poate vedea o foarte elegantă soluţie a acestei probleme,
folosind construcţii auxiliare. Nu o vom reproduce, deoarece o abordare puţin
diferită ne-a condus către o primă generalizare.

G1. În interiorul dreptunghiului ABCD se consideră două puncte,
M şi N , astfel ı̂ncât m(�MAN) = m(�MCN) = 45◦, M ∈ Int (�NAD).
Notăm AB= x, BC = y, SANB =S1, SCMN =S2, SAMD =S3, SCDM =T1,
SAMN = T2 şi SBCN = T3. Atunci are loc relaţia

x2S3 + y2S1 + xyS2 = x2T3 + y2T1 + xyT2.

Demonstraţie. Construim triunghiurile
ADQ şi DCP , astfel ı̂ncât sunt orientate ı̂n sens
trigonometric şi �ADQ ∼ �ABN , cu rapor-

tul de asemănare
y

x
, iar �DCP ∼ �BCN ,

cu raportul de asemănare
x

y
. Din congruenţele

unghiurilor acestor triunghiuri asemenea rezultă
uşor că punctele Q,D,P sunt coliniare. Apoi

obţinem
QD

PD
=

QD

NB
· NB

PD
=

AD

AB
· BC

DC
=

y2

x2
.
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Notăm SADQ = S′
1, SDCP = T ′

3, SCPM = S′
2 şi SAQM = T ′

2. Deducem

S′
1 + S3 − T ′

2

T ′
3 + T1 − S′

2

=
SDQM

SDPM
=

QD

PD
=

y2

x2
. (1)

Pe de altă parte, avem S′
1 =

y2

x2
S1 şi T ′

3 =
x2

y2
T3. Apoi,

T ′
2

T2
=

AQ ·AM
AN · AM =

AD

AB
=

y

x
,

adică T ′
2 =

y

x
T2. Analog deducem că S′

2 =
x

y
S2. Înlocuind ı̂n (1) obţinem

y2

x2
S1 + S3 − y

x
T2 =

y2

x2

(
x2

y2
T3 + T1 − x

y
S2

)
relaţie echivalentă cu x2S3 + y2S1 + xyS2 = x2T3 + y2T1 + xyT2. �

Ne punem ı̂ntrebarea dacă enunţul rămâne adevărat şi atunci când
ı̂nlocuim dreptunghiul cu un paralelogram oarecare ABCD, pentru care,
cu aceleaşi notaţii ca mai ı̂nainte, să avem m(�MAN ) = m(�MCN) =

=
1

2
m(�A). Vom vedea mai ı̂ntâi două situaţii ı̂n care putem da răspuns

afirmativ la această ı̂ntrebare.
G2. În interiorul rombului ABCD se consideră două puncte, M şi

N , astfel ı̂ncât m(�MAN ) = m(�MCN) =
1

2
m(�A), M ∈ Int(�NAD).

Atunci, are loc egalitatea: SANB+SCMN +SAMD = SCDM +SAMN +SBCN .
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Demonstraţie. Notăm SANB = S1,
SCMN = S2, SAMD = S3, SCDM = T1,
SAMN = T2 şi SBCN = T3. Arătăm că

S1 + S2 + S3 = T1 + T2 + T3.
Construim triunghiurile ADQ şi DCP , astfel
ı̂ncât sunt orientate ı̂n sens trigonometric şi
�ADQ ≡ �ABN , iar �DCP ≡ �BCN .
Obţinem �AMQ ≡ �AMN (L.U.L.), deci
MQ=MN . Apoi �CMP ≡�CMN (L.U.L.),

deci MP = MN . Aşadar MQ = MP .
Dar DQ = DP = BN , deci �DMQ ≡ �DMP (L.L.L.). Deoarece

SAMQ =
1

2
AQ ·AM · sin A

2
= T2 şi SCMP =

1

2
CP ·CM · sin A

2
= S2, obţinem

SDMQ = SDMP ⇔ SADQ + SADM − SAQM = SCDP + SCDM − SCPM ⇔
⇔ S1 + S3 − T2 = T3 + T1 − S2 ⇔ S1 + S2 + S3 = T1 + T2 + T3. �

G3. În interiorul paralelogramului ABCD se consideră două puncte,
M şi N , astfel ı̂ncât �AMN ∼ �CNM , M ∈ Int (�NAD). Fie AB =x,
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BC = y, SANB = S1, SCMN = S2, SAMD = S3, SCDM = T1, SAMN = T2 şi
SBCN = T3. Atunci, are loc relaţia

x2S3 + y2S1 + xyS2 = x2T3 + y2T1 + xyT2.

Demonstraţie. Se arată uşor, folosind
unghiurile congruente, că AMCN este un
paralelogram, apoi că �AMD ≡ �CNB şi
�ABN ≡ �DCM , iar de aici rezultă imediat
concluzia, deoarece

S1 = T1, S2 = T2, S3 = T3.
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Acum putem da răspunsul la ı̂ntrebarea pe care ne-am pus-o mai ı̂nainte.
G4. În interiorul paralelogramului ABCD se consideră două puncte,

M şi N , astfel ı̂ncât M ∈ Int (�NAD) şi m(�MAN ) = m(�MCN) =

=
1

2
m(�A). Notăm AB= x, BC= y, SANB=S1, SCMN = S2, SAMD = S3,

SCDM = T1, SAMN = T2 şi SBCN = T3. Atunci sunt echivalente afirmaţiile

(1) x2S3 + y2S1 + xyS2 = x2T3 + y2T1 + xyT2;
(2) ABCD este dreptunghi sau romb, sau �AMN ∼ �CNM .

Demonstraţie. Implicaţia (2) ⇒ (1) este adevărată, din generalizările
G1, G2 şi G3.

,,(1) ⇒ (2)“. Presupunem că ABCD nu
este nici dreptunghi nici romb şi triunghiurile
AMN şi CNM nu sunt asemenea. Aşadar
NC

MC
�= MA

NA
. Notând k =

NC

MC
şi t =

NA

MA
,

obţinem kt �= 1. În plus, A �= π

2
şi x �= y.

A

B

C

D

M

N

Alegem un reper cartezian cu originea ı̂n centrul paralelogramului, astfel
ı̂ncât acesta să fie orientat ı̂n sens trigonometric şi să avem A (1), C (−1),

B (b), D (d), M (m), N (n), cu b, d,m, n ∈ C. Notăm α = cos
A

2
+ i sin

A

2
.

Atunci d = −b şi
zB − zC
zD − zC

=
BC

DC
(cosC + i sinC), adică

b+ 1

1− b
=

y

x
α2 =

yα

xα
.

Obţinem

b =
yα− xα

yα+ xα
. (2)

Apoi, din

⎧⎪⎨⎪⎩
zN − zC
zM − zC

=
n+ 1

m+ 1
= kα

zM − zA
zN − zA

=
m− 1

n− 1
=

α

t
=

1

tα

reiese

⎧⎪⎨⎪⎩
m =

kα+ tα− 2

tα− kα

n =
2kt− tα− kα

tα− kα

.

Astfel,

m+ n =
2 (kt− 1)

tα− kα
, mn−mn =

2 (kt− 1) (t− k) (α− α)

(tα− kα) (tα− kα)
. (3)



118 Articole şi note matematice

Aria �ABC, orientat ı̂n sens trigonometric, cu afixele vârfurilor a, b, c ∈ C,

se poate calcula folosind formula SABC =
1

2
Im
(
ab+ bc+ ca

)
. Aşadar, (1)

este echivalentă cu Im (z) = 0 adică z ∈ R, unde

z = x2(m+md+ d) + y2(b+ bn+ n) + xy(−m+mn− n)−
− x2(−n+ nb− b)− y2

(−d+ dm−m
)− xy (n+ nm+m) .

Cum d = −b, obţinem z = x2(m+n−b(m+n))+y2(b(m+n)+(m+n))+
+xy (−m− n−m− n+mn−mn) . Astfel, z ∈ R ⇔ z = z ⇔
(x2−y2)(m+n−m−n)+(x2+y2)

(
(m+ n) b− (m+ n) b

)
+2xy (mn−mn) = 0.

Înlocuind formulele (3) ı̂n egalitatea precedentă şi simplificând cu fac-
torul 2 (kt− 1) �= 0, deducem(

x2 − y2
)( 1

tα− kα
− 1

tα− kα

)
+
(
x2 + y2

)( b

tα− kα
− b

tα− kα

)
+

+
2xy (t− k) (α− α)

|tα− kα|2 = 0,

adică(
x2 − y2

)
(t+ k) (α− α) +

(
x2 + y2

) (
t
(
αb− αb

)
+ k

(
αb− αb

))
+

+ 2xy (t− k) (α− α) = 0.
(4)

Folosind (2), deducem:

αb− αb =
(α− α)

(
y2 − x2 − xy

(
α2 + α2 + 2

))
|yα+ xα|2

şi

αb− αb =
(α− α)

(
y2 − x2 + xy

(
α2 + α2 + 2

))
|yα+ xα|2 .

Înlocuind aceste ultime două relaţii ı̂n (4) şi simplificând cu α−α �= 0 rezultă

(x2 + y2)
t
(
y2 − x2 − xy

(
α2 + α2 + 2

))
+ k

(
y2 − x2 + xy

(
α2 + α2 + 2

))
|yα+ xα|2 +

+
(
x2 − y2

)
(t+ k) + 2xy (t− k) = 0.

Deoarece α2 + α2 = 2cosA, ı̂nmulţind cu numitorul, obţinem(
x2 + y2 + 2xy cosA

) ((
x2 − y2

)
(t+ k) + 2xy (t− k)

)
+

+
(
x2 + y2

) ((
y2 − x2

)
(t+ k) + 2xy (1 + cosA) (k − t)

)
= 0

sau

2xy(x2 − y2)(t+ k) cosA+4x2y2(t− k) cosA+2xy(x2 + y2)(k− t) cosA = 0.
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Împărţind cu 2xy cosA �= 0, rezultă(
x2 − y2

)
(t+ k) + 2xy (t− k) +

(
x2 + y2

)
(k − t) = 0

şi apoi

2kx2 − 2ty2 + 2txy − 2kxy = 0 ⇔ (kx+ ty) (x− y) = 0
x �=y⇔ kx+ ty = 0,

ceea ce este fals. Aşadar presupunerea făcută este falsă, de unde rezultă
concluzia.
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146-178
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[4] http://www.viitoriolimpici.ro/
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ON A 2015 PUTNAM PROBLEM

N. Anghel1)

Abstract. A 2015 Putnam Competition problem offers a wonderful inter-
play between complex numbers and elementary number theory. We present
it here in detail.

Keywords: Primary: 97F50, 97F60.
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One of the 2015 Putnam Competition problems asked for the evaluation
of

log2

(
2015∏
a=1

2015∏
b=1

(
1 + cos

2πab

2015
+ i sin

2πab

2015

))
. (1)

(1) is clearly related to the evaluation of the more general product

n∏
a,b=1

(
1 + ωab

)
, (2)

where n is a positive integer and ω is a nth root of unity, i.e., a complex
number such that ωn = 1. ω is called primitive if ωk �= 1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

For instance, cos

(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
is a primitive nth root, all nth roots of
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