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Abstract. This work presents four sufficient conditions for the conver-
gence of recurrently defined sequences and illustrates their use with pro-
blems taken from different contests.
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Vom prezenta in cele ce urmeaza cateva probleme de convergenta a unor
siruri exprimate prin relatii de recurenta de ordinul 2 sub forma de egalitati
sau inegalitati. Ele au fost propuse de-a lungul timpului la faze superioare ale
olimpiadelor si concursurilor de matematica si nu au un grad de dificultate
neglijabil.

Punctul de plecare este o problema data la in anul 1977 in fosta URSS.

Fie (zp)n>1 C R astfel incat sirul y, = tp41 — ixn este convergent la

0. Sa se demonstreze ca x, tinde catre zero.
Vom demonstra pentru inceput patru propozitii reprezentand conditii
suficiente de convergenta, pe care le vom folosi in problemele enuntate.
Propozitia 1. Fie (z)n>1, (Yn)n>1 C R doud siruri de nunere reale si
a € (—1,1) astfel incit y, = xp+1 — axy, este convergent catre l. Atunci x,

este convergent catre 1

Demonstratie. Vom arata ca x, este marginit. Intr-adevar, daca |y,|
este marginit de M, atunci z,, este marginit:

@] < [enst — awa| + lallzal < M+ [allen] < M+ [al(M + |alleas]) <

1
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Asadar z,, are limite extreme finite; notand {; = lim x,, respectiv ly = lim z,,
deoarece y, + ar, = Tpi1, avem | + aly =11 si l 4 als = lo, de unde

l

1—a

h=1l=

Propozitia 2. Fie (z5)n>1 C R un gir marginit si a un numar real,
a # £1, astfel incat sirul y, = xp+1 — axy, este convergent cdtre l. Atunci x,

este convergent catre

a
Demonstratie. Problema se reduce la cazul [ = 0 inlocuind pe y, cu

Yn — | §i pe x, cu xz,, — .
1—a

Daca « este un punct limita al lui x,, atunci acesta este finit gi exista
un subsir zy, al lui x,, care tinde catre a. Din relatia de recurenta se obtine
ci aa si a”'a sunt, de asemenea, puncte limita si, prin inductie, a”a si a "«
sunt puncte limita pentru orice n natural. Deducem ca o = 0, deci x,, tinde
catre 0.

Propozitia 3. Fie (xy,)p>1 C R un sir marginit inferior si p,q € (0,1),
p+q =1, p>q, astfel incit xp+1 > prpso+qr,. Atunci x, este convergent.
Demonstratie. Avem succesiv relatiile pr,+1 + qrnt1 > prnso + qrn,

> 40 > > d
PTn+1 —4qTn = PTn+2 — 4Tn+1, Tnt+l — Z_)xn = Tn4+2 — Exn-l—la an 2 Gp41 unde
Gn = T+l — gacn pentru orice n numar natural. Se obtin doua cazuri:

i) Daca a,, > 0 pentru orice n, atunci a, este convergent si, conform
P1, z,, este convergent.
ii) Daca exista ng astfel incat a,, < 0, atunci a, < 0 pentru orice

n > ng, deci 41 — g:cn < 0, de unde x4 < T, pentru n > ng si, pentru
ca x, este marginit inferior, x,, este convergent.

Propozitia 4. Fie (x,),>1 C R un sir marginit sip,q € R, p+q=1,
p # tq, astfel incat x,+1 > prpto + qr,. Atunci x, este convergent.

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe aceeasi idee cu cea de la

o . o B q o
propozitia 3, aplicand P2 sirului a, = x,4+1 — —x, care este marginit si
p
descrescator.
Aplicatii
Problema 1. Aratali ca sirul (x,),>1 C R dat de

21 =0 §i Tpe1 = Az, + 2702,

unde X\ este un parametru real, —1 < A <1, este convergent.
Solutie. i) |\ < 1. Atunci z,41 — Az, = 27"n? — 0 pentru n — oo.
Conform P1 | z,, — 0.
2 2 2
-1 1
ii) A= 1. Atunci z, 1 = ;l—n—i—(gnil)-i-...—i—? — 6 pentru n — oo.
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Problema 2 (ONM 1990, M. Chirita). Fie (an)n>0 C R astfel incat
1 1
3 (6an41 — an) < anga < 6(5an+1 —ap)
pentru orice n natural. Aratali ca a, — 0.
Solutie. Fie by, = 2a,,+1—a,. Atunci 6a,+1—a, < 8a,+2 devine succesiv

20p41 — ap < 4(2an+2 - an—f—l)a b < 4bp1, deci

-2 gn+1" (1)

De asemenea 6ay,+2 < 5apt1 — ay se scrie 3(2an4+2 — ant1) < 2ap+1 — A,
3bp+1 < by, deci

bn+1 S

= 3n+l” (2)
. . . by bo < s
Din (1) si (2) reiese n < b, < 3 Rezulta ca b, — 0 de unde

1
20p4+1 — Gp — 0, Gpg1 — 50n — 0 si, conform P1, a,, — 0.

Problema 3. Determinati functiile injective f : N — N astfel incat
3f(n) >2f(f(n)) +n pentru orice n, numadr natural.

Solutie. Pentru k natural fixat definim xg = k si 2,41 = f(z,), n € N.
Atunci 3xp41 > 2xp49 + xp, adicd xp41 > §x”+2 + §x”’ pentru orice n
natural, deci, conform P3, x, este convergent. Deoarece girul are termeni
naturali, el este constant de la un rang ng, deci z,, = Tpy+1 = .... Intrucat
f este injectiva reiese Tp,—1 = Tpg, - .-, f(k) = k, deci f este functia identica.

Problema 4 (ONM 1976, L. Panaitopol). Daca sirul (xy)n>0 C R este

oo ; T, +xn+1 ; o .
marginit §i Tpio < —————— pentru orice n numdar natural, atunci x,, este
convergent.

Solutia 1. Avem x,41 > 22,492 — Ty §i, aplicand P4, z,, este convergent.

1 1
Solutia 2. Avem x,, o+ §$n+]_ < Zpg1+ =z, deci girul ¥, = T+ =20

este descrescator si marginit inferior, deci convergent. Aplicand P1, x,, este
convergent.

Problema 5 (SL-ONM 2015, D. Marinescu, V. Cornea). Fie a >0,
a#1sgif:]0,1] — [0,1] o functie cu proprietatea f(f(x)) < (1+a)f(x)—ax
pentru orice x din [0,1]. Demonstrati ca sirul (x,)n>0 definit prin xo = x §i
Tnt1 = f(zy) este convergent.

1
Solutie. Avem x40 < (1 + a)zpy1 — axy, deci xpqq > ?xnﬁ +
a
a a
oo Luim p = ——— ¢ = ——, avem p+ ¢ = 1, p # q si, aplican

P4, x, este convergent.
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Problema 6 (Concursul ,N. Paun®, 2003). Fie (xn)n>1, (Yn)n>1 doud
siruri de numere reale cu proprietatile:

i) (xn)n>1 este marginit;

i) yo = a sia € (—1,1);

i) &y — YnTni1 — L, 1 finit.

Atunci z, — m(n — 00).

Solutie. Notam z, = y, —a — 0. Atunci y, = 2z, + a i, tindnd cont ca
ZnTpt1 — 0, Ty — (2 + @)Tpt1 = (T, — aTpt1) — 2nTny1 — L

Rezulta z,, — axp41 — 1 si, conform P2, x,, — T .
—a
Problema 7 (TST 2004, Cristinel Mortici). Determinati functiile in-

jective f : N — N cu proprietatea f(f(n)) < n +2f(n)

Solutie. Fie k un numér natural arbitrar, dar fixat si ,, = £ (k) (unde

~ o o ~ o . . Ty + Tpitl
() inseamni f compusd cu ea insdsi de n ori). Atunci 49 < ————

Cum z,, este marginit inferior de 0 si superior de max{zg,x;} conform P4,
x, este convergent si apoi, ca la problema 3, f este funtia identica.

Probleme propuse

1. (G.M.-B nr. 12/2005, Dorinel Anca). Fie (z5,)p>1 un sir marginit
astfel Incat lim (:cn + xﬁ) = 1. Aratati ca x, — —.
2. (Concursul ,,Moisil“, 2011, Urziceni). Pentru fiecare numar natural
n, fie functiile continue y, : [0,1] — R astfel incat yo(x) = 1 §i ypt1(z) =
x

=2 / vV yn(t)dt pentru orice z din [0, 1] si n natural. Sa se demonstreze ca
0

pentru orice a din (0,1) sirul (y,(a))n>1 este convergent catre a?.

3. (G.M.-B nr. 11/2014, Marian Cucoanes). Fie (z,)n>1 un sir de
numere reale cu proprietatea ca sirul vy, = 9,10 — 122,41 +4x,, n > 1, este
convergent. Sa se arate ca sirul (z,,)n>1 este convergent.

4. (G.M.-B nr. 12/2014, Nicolae Bourbacut). Se considera sirul (z,,)nen
definit prin xg, z1 € (1,00) §i xp+1 = logg(1+x, +2,—1), pentru orice n € N*.

1
a) Demonstrati ca sirul ( =, + 5«%—1 , este convergent.
n>1
b) Demonstrati ca lim x,, = 1.
n—oo
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