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Abstract. This work presents four sufficient conditions for the conver-
gence of recurrently defined sequences and illustrates their use with pro-
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Vom prezenta ı̂n cele ce urmează câteva probleme de convergenţă a unor
şiruri exprimate prin relaţii de recurenţă de ordinul 2 sub formă de egalităţi
sau inegalităţi. Ele au fost propuse de-a lungul timpului la faze superioare ale
olimpiadelor şi concursurilor de matematică şi nu au un grad de dificultate
neglijabil.

Punctul de plecare este o problemă dată la ı̂n anul 1977 ı̂n fosta URSS.

Fie (xn)n≥1 ⊂ R astfel ı̂ncât şirul yn = xn+1 − 1

2
xn este convergent la

0. Să se demonstreze că xn tinde către zero.

Vom demonstra pentru ı̂nceput patru propoziţii reprezentând condiţii
suficiente de convergenţă, pe care le vom folosi ı̂n problemele enunţate.

Propoziţia 1. Fie (xn)n≥1, (yn)n≥1 ⊂ R două şiruri de nunere reale şi
a ∈ (−1, 1) astfel ı̂ncât yn = xn+1 − axn este convergent către l. Atunci xn

este convergent către
l

1− a
.

Demonstraţie. Vom arăta că xn este mărginit. Într-adevăr, dacă |yn|
este mărginit de M , atunci xn este mărginit:

|xn+1| ≤ |xn+1 − axn|+ |a||xn| ≤ M + |a||xn| ≤ M + |a|(M + |a||xn−1|) ≤
≤ . . . ≤ M(1 + |a|+ . . .+ |a|n−1) + |a|n−1|x1| ≤ M · 1

1− |a| + |x1|.
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Aşadar xn are limite extreme finite; notând l1 = lim xn respectiv l2 = lim xn,
deoarece yn + axn = xn+1, avem l + al1 = l1 şi l + al2 = l2, de unde

l1 = l2 =
l

1− a
.

Propoziţia 2. Fie (xn)n≥1 ⊂ R un şir mărginit şi a un număr real,
a �= ±1, astfel ı̂ncât şirul yn = xn+1−axn este convergent către l. Atunci xn

este convergent către
l

1− a
.

Demonstraţie. Problema se reduce la cazul l = 0 ı̂nlocuind pe yn cu

yn − l şi pe xn cu xn − l

1− a
.

Dacă α este un punct limită al lui xn atunci acesta este finit şi există
un subşir xkn al lui xn care tinde către α. Din relaţia de recurenţă se obţine
că aα şi a−1α sunt, de asemenea, puncte limită şi, prin inducţie, anα şi a−nα
sunt puncte limită pentru orice n natural. Deducem că α = 0, deci xn tinde
către 0.

Propoziţia 3. Fie (xn)n≥1 ⊂ R un şir mărginit inferior şi p, q ∈ (0, 1),
p+q = 1, p > q, astfel ı̂ncât xn+1 ≥ pxn+2+qxn. Atunci xn este convergent.

Demonstraţie. Avem succesiv relaţiile pxn+1 + qxn+1 ≥ pxn+2 + qxn,

pxn+1 − qxn ≥ pxn+2− qxn+1, xn+1 − q

p
xn ≥ xn+2 − q

p
xn+1, an ≥ an+1 unde

an = xn+1 − q

p
xn pentru orice n număr natural. Se obţin două cazuri:

i) Dacă an ≥ 0 pentru orice n, atunci an este convergent şi, conform
P1, xn este convergent.

ii) Dacă există n0 astfel ı̂ncăt an0 < 0, atunci an < 0 pentru orice

n ≥ n0, deci xn+1 − q

p
xn < 0, de unde xn+1 < xn pentru n ≥ n0 şi, pentru

că xn este mărginit inferior, xn este convergent.

Propoziţia 4. Fie (xn)n≥1 ⊂ R un şir mărginit şi p, q ∈ R, p+ q = 1,
p �= ±q, astfel ı̂ncât xn+1 ≥ pxn+2 + qxn. Atunci xn este convergent.

Demonstraţie. Demonstraţia se bazează pe aceeaşi idee cu cea de la

propoziţia 3, aplicând P2 şirului an = xn+1 − q

p
xn care este mărginit şi

descrescător.

Aplicaţii

Problema 1. Arătaţi că şirul (xn)n≥1 ⊂ R dat de

x1 = 0 şi xn+1 = λxn + 2−nn2,

unde λ este un parametru real, −1 < λ ≤ 1, este convergent.
Soluţie. i) |λ| < 1. Atunci xn+1 − λxn = 2−nn2 → 0 pentru n → ∞.

Conform P1 , xn → 0.

ii) λ = 1. Atunci xn+1 =
n2

2n
+

(n− 1)2

2n−1
+ . . .+

12

21
→ 6 pentru n → ∞.
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Problema 2 (ONM 1990, M. Chiriţă). Fie (an)n≥0 ⊂ R astfel ı̂ncât

1

8
(6an+1 − an) ≤ an+2 ≤ 1

6
(5an+1 − an)

pentru orice n natural. Arătaţi că an → 0.
Soluţie. Fie bn = 2an+1−an. Atunci 6an+1−an ≤ 8an+2 devine succesiv

2an+1 − an ≤ 4(2an+2 − an+1), bn ≤ 4bn+1, deci

bn+1 ≥ bn
4

≥ . . . ≥ b0
4n+1

. (1)

De asemenea 6an+2 ≤ 5an+1−an se scrie 3(2an+2−an+1) ≤ 2an+1−an,
3bn+1 ≤ bn, deci

bn+1 ≤ bn
3

≤ . . . ≤ b0
3n+1

. (2)

Din (1) şi (2) reiese
b0
4n

≤ bn ≤ b0
3n

. Rezultă că bn → 0 de unde

2an+1 − an → 0, an+1 − 1

2
an → 0 şi, conform P1, an → 0.

Problema 3. Determinaţi funcţiile injective f : N → N astfel ı̂ncât
3f(n) ≥ 2f(f(n)) + n pentru orice n, număr natural.

Soluţie. Pentru k natural fixat definim x0 = k şi xn+1 = f(xn), n ∈ N.

Atunci 3xn+1 ≥ 2xn+2 + xn, adică xn+1 ≥ 2

3
xn+2 +

1

3
xn, pentru orice n

natural, deci, conform P3, xn este convergent. Deoarece şirul are termeni
naturali, el este constant de la un rang n0, deci xn0 = xn0+1 = . . .. Întrucât
f este injectivă reiese xn0−1 = xn0 , . . . , f(k) = k, deci f este funcţia identică.

Problema 4 (ONM 1976, L. Panaitopol). Dacă şirul (xn)n≥0 ⊂ R este

mărginit şi xn+2 ≤ xn + xn+1

2
pentru orice n număr natural, atunci xn este

convergent.
Soluţia 1. Avem xn+1 ≥ 2xn+2−xn şi, aplicând P4, xn este convergent.

Soluţia 2. Avem xn+2+
1

2
xn+1 ≤ xn+1+

1

2
xn deci şirul yn = xn+1+

1

2
xn

este descrescător şi mărginit inferior, deci convergent. Aplicând P1, xn este
convergent.

Problema 5 (SL-ONM 2015, D. Marinescu, V. Cornea). Fie a≥ 0,
a �= 1 şi f : [0, 1] → [0, 1] o funcţie cu proprietatea f(f(x)) ≤ (1+a)f(x)−ax
pentru orice x din [0, 1]. Demonstraţi că şirul (xn)n≥0 definit prin x0 = x şi
xn+1 = f(xn) este convergent.

Soluţie. Avem xn+2 ≤ (1 + a)xn+1 − axn, deci xn+1 ≥ 1

a+ 1
xn+2 +

+
a

a+ 1
xn. Luăm p =

1

a+ 1
, q =

a

a+ 1
, avem p+ q = 1, p �= ±q şi, aplicând

P4, xn este convergent.
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Problema 6 (Concursul ,,N. Păun“, 2003). Fie (xn)n≥1, (yn)n≥1 două
şiruri de numere reale cu proprietăţile:

i) (xn)n≥1 este mărginit ;
ii) yn → a şi a ∈ (−1, 1);
iii) xn − ynxn+1 → l, l finit.

Atunci xn → l

1− a
(n → ∞).

Soluţie. Notăm zn = yn − a → 0. Atunci yn = zn + a şi, ţinând cont că
znxn+1 → 0, xn − (zn + a)xn+1 = (xn − axn+1)− znxn+1 → l.

Rezultă xn − axn+1 → l şi, conform P2, xn → l

1− a
.

Problema 7 (TST 2004, Cristinel Mortici). Determinaţi funcţiile in-

jective f : N → N cu proprietatea f(f(n)) ≤ n+ f(n)

2
.

Soluţie. Fie k un număr natural arbitrar, dar fixat şi xn = f (n)(k) (unde

f (n) ı̂nseamnă f compusă cu ea ı̂nsăşi de n ori). Atunci xn+2 ≤ xn + xn+1

2
.

Cum xn este mărginit inferior de 0 şi superior de max{x0, x1} conform P4,
xn este convergent şi apoi, ca la problema 3, f este funţia identică.

Probleme propuse

1. (G.M.-B nr. 12/2005, Dorinel Anca). Fie (xn)n≥1 un şir mărginit

astfel ı̂ncât lim
n→∞

(
xn +

x3n
3

)
= 1. Arătaţi că xn → 3

4
.

2. (Concursul ,,Moisil“, 2011, Urziceni). Pentru fiecare număr natural
n, fie funcţiile continue yn : [0, 1] → R astfel ı̂ncât y0(x) = 1 şi yn+1(x) =

= 2

∫ x

0

√
yn(t)dt pentru orice x din [0, 1] şi n natural. Să se demonstreze că

pentru orice a din (0, 1) şirul (yn(a))n≥1 este convergent către a2.

3. (G.M.-B nr. 11/2014, Marian Cucoaneş). Fie (xn)n≥1 un şir de
numere reale cu proprietatea că şirul yn = 9xn+2− 12xn+1+4xn, n ≥ 1, este
convergent. Să se arate că şirul (xn)n≥1 este convergent.

4. (G.M.-B nr. 12/2014, Nicolae Bourbăcuţ). Se consideră şirul (xn)n∈N
definit prin x0, x1 ∈ (1,∞) şi xn+1 = log3(1+xn+xn−1), pentru orice n ∈ N

∗.

a) Demonstraţi că şirul

(
xn +

1

2
xn−1

)
n≥1

, este convergent.

b) Demonstraţi că lim
n→∞xn = 1.
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