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Articolul de fata prezintd o metoda de transformare a unei ecuatii de
gradul trei intr-o ecuatie trinoma, astfel ca aflarea radacinilor acestui tip
de ecuatii se reduce la rezolvarea unei ecuatii mai simple, evitandu-se calea
greoaie a formulelor lui Cardan. Metoda are avantajul ca se poate aplica
direct oricarei ecuatii de gradul trei cu coeficienti in multimea numerelor
complexe.

Fie ecuatia de gradul trei cu coeficienti in multimea numerelor complexe

2® + az® +bx 4+ c=0. (1)

Cautam solutii ale acestei ecuatii de forma z = z+az ' +8, z,«a, 3 € C.
Prin calcul se obtine usor ca

22 =224 a?27% 4 26(z +az” ) 4 2a + (2
si
=22+ a2 43822 + 27 + Ba + 38 (2 + az7t) + 608 + B
pe care le inlocuim In ecuatia (1) si gasim
P40+ (38 4 a)(22 4 ®272) +H(3a + 38% + 2aB + b)(z + az” )+
+608 + B3 + 2aa + af® + b +c = 0. (2)
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2 1

Determinam parametrii o si 3 astfel incat 22 +a2272 si z4+az"! sa aibi
coeficientii egali cu zero. Conditiile sunt 38+4a = 0 si 3a+33% +2a8+b = 0,
din care rezulta

a’> b

5:—37 0425—5- (3)

Introducand in (2) valorile gasite vom avea de rezolvat urméatoarea
ecuatie trinoma numita rezolventa ecuatiei (1):

2 3 3
3 a b _3  2a ab
2.2 2 Yoo 4
z +(9 3> 270+ 57 T3 +c (4)
6 3 3 2a3  ab . .
sau z” +mz° + « :0undem:?—§+c, iar « este dat de (3). Notam
23 =t i obtinem
. —m =+ vVm? — 4a3
12 = :
’ 2

Solutiile cautate sunt date de x, = 2z + ozz,;l — %, k € {0,1,2}, unde

2, k € {0,1,2}, reprezinta radacinile ecuatiei binome 2z® = ¢; sau ale ecuatiei
23 = to. Daca notam argt; = 0 si argts = 6, putem scrie solutiile ecuatiei
(1) in forma lor cea mai generala astfel:

01 + 2k 01 + 2k
xp = V|t <cos% +isin %) +

Q 01 +2kw .. 01+ 2km a
+——(cos ——— —isin——— | — =, k€ {0,1,2}.
Yt ( 3 3 3 { }
ol
Mai observam ci din ¢ty = o rezultd ty = s ceea ce ne arata ca
1

3

intre radacinile celor doua ecuatii binome 22 = t; si 22 = ty exista relatia

[ TS . o . . .. o A
2/ = —. In concluzie gisim aceleasi solutii x; daca ne folosim in calculul lor

z
de radacinile celeilalte ecuatii binome 22 = to, astfel incat putem scrie si

0y + 2k 0y + 2k
xp = {/|t2] (cos % +isin %) +
o 02 + 2k7 . 02 + 2k7

a
+——(cos ——— —isin——— | — =, k€ {0,1,2}.
/el ( 3 3 > 3 hei0Le

Formulele lui Cardan se obtin pentru a = 0, b =p, ¢ = q, p,q € R si
dupa un calcul destul de usor deducem ca una din radacini este

etc.
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2 . o . N a
In particular, daca a? = 3b, atunci a = 0 si prin transformarea = z— 3
a3
ecuatia rezolvents are forma unei ecuatii binome z3 = 77~ ¢, cu solutiile

2k, k € {0,1,2}, iar pentru (1) radacinile vor fi
a3 ‘( 0+2kr . O+2krw
c| | cos +1

S11

a
- = 1,2
3 3 > 3’k€{0’ 2}

o3
de 0 = — —c].

unde arg < o c>

Sa analizam cateva exemple.

1. Rezolvam ecuatia 23 + 322 +4 =0,z € C.

Avem a =3, b=0,c=4. Din38+a=0si 3a+38°+2aB8+b=0
rezulta S = —1,a=1gi m = 6.

Vom avea de analizat ecuatia trinoma 2% 4+ 622 +1 = 0. Notand 2% =t
avem t2 + 6t + 1 = 0, din care obtinem 1o =—-3% 2v/2 . Rezolvand ecuatia

23 = =3+ 2/2 gisim

2% 2%
= /3 —2V2 (COSHTW tisin H%) ke {0,1,2},

iar solutiile cautate vor putea fi scrise

T+ 2km

3
T+ 2kt . 7T—|—2k77)
- _jsin———

xk:zk+zgl—1:33—2\/§ cos —|—isin%)+

+ 3+2\/§<COS

Am tinut cont ca argt; = arg (—3 + 2\/5) =0, =m.
Radacina reala se obtine pentru k& = 1, rezultand

xlz—{’/3—2\/§—{’/3+2\/§—1,

celelalte doua fiind nereale, date de

o2 = —1+% ({’/3—2\/§+ \3/3+2\/§) ii? ({“/3—2[— §/3+2\/§> .

2. Rezolvam ecuatia 3 + 3iz? —3(2+1i)z +2—-7i =0, x € C.

Avem a = 3i, b = —3(2 +1), ¢ = 2 — 7i. Din conditiile 35+ a = 0 si
3a+ 332 +2aB8+b=0rezults = —i, a =1+isi m=—(1+3i). Suntem
condusi la rezolvarea ecuatiei trinome 2% — (1 + 3i)z3 — 2 + 2i = 0. Notand

1+3i+(1—i)

23 =t avem t? — (143i)t—2+2i = 0, din care obtinem #; 5 = —

-1, ke {0,1,2}.

Deducem ca t1 =2isito =141i.
Rezolvand 23 = 2i gisim (exprimam argumentele in grade):

zr = V2 |cos (30” +k-120") +isin (30" + k- 120 ke{0,1,2}.
k= V2 [cos (30° ) (30° °)]. ke {0,1,2}
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In final avem
i = 2+ — + B = /2 [cos (30° + k - 120°) + isin (30° + & - 120°)] +
* V2 (cos 45° + isin 45°)

V2 [cos (30° + k - 120°) +isin (30° + & - 120°)]

—i, ke {0,1,2}

sau

zp = V/2[cos (30° + k - 120°) + isin (30° + k - 120°)] +
+/2 [cos(15° — k- 120°) +isin(15° — k- 120°)] — 1, &k € {0,1,2}.

In acest exemplu toate radacinile sunt complexe nereale:

20 = ¥2c0830° + ¥/2cos 15° + i ({”/isinSOO + V2sin15° — 1)
z1 = V/2cos 150° + V2 cos 105° + i  v/2sin 150° — V/2sin 105° — 1
1 )

29 = V2 cos 225° —i({”/§+ \6/§sin225°+1>.

3. Rezolvam ecuatia 23 — 3z +2cosp = 0, p € R.

In cartea LSurprize in matematica elementard” scrisa de Viorel Gh.
Voda este rezolvata aceasta ecuatie prin formulele lui Cardan, se aratd ca
toate radacinile sunt reale si se indica una din radacini sub forma

xp = i’/icosgp —sing — {‘/icosgo—ksingo.

Sa rezolvam prin metoda data mai sus si sa cautam solutii de forma
r=z+az ' +8,a,8€C. Avema=0,b= —3, c=2cosp. Din conditiile
38+a=0si3a+33%+2aB+b=0rezultsi f =0,a =1si m = 2cosp.
Ajungem astfel la ecuatia trinoma 2% + (2cos @)z +1 = 0.

Notand 22 = t avem t? + (2cos )t + 1 = 0 din care obtinem

t1,2 = —cosp L isinp.
Rezolvand 23 = — cos ¢ + isin ¢ gasim
Z, = COS —pt (zk + m + isin —Pt (23k + 1)7T, k€ {0,1,2}.
In sfarsit, solutiile vor fi
T = 2 +z,;1 = 2cos —e (Zk—i_ 1)7r’ ke {0,1,2}.

Acest exemplu arata cel mai bine avantajul metodei prezentate in arti-
colul de fata.

Ca exercitiu va propun sa rezolvati aceleasi ecuatii folosind solutiile
ecuatiei binome 23 = t,.

Pentru istoric i metode de rezolvare a ecuatiei de gradul al treilea
recomandam cititorilor lucrarea [2].
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