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O PROBLEMA DE CONCURS
GABRIEL NARCIS VRANCEANUY

Obiectul acestei lectii este discutarea unei probleme de la Olimpiada
Nationala de Matematica 2016. Chiar daca problema nu este dificila, consider
ca, prin multitudinea de solutii posibile, rezolvarile prezentate constituie un
bun exemplu de abordare a unei probleme de concurs.

Problema 2, ONM 2016, clasa a VI-a. Determinat{i numerele
naturale nenule a si b pentru care
a+1  b+2
b ¥ T4
sunt simultan numere naturale.

Solutia 1 — bazata pe estimarea marimii numdrdtorilor si numitorilor.

Cum a gi b sunt numere naturale nenule rezulta ca a + 1 si b+ 2 sunt nenule
+1 . b+2

si
si b+ 2 > a, ceea ce conduce fie la dubla inegalitate a —2 < b < a+ 1, (1),
fielab—1<a<b+2 (1).

In ambele cazuri, tinand cont de faptul ca expresiile obtinute sunt nu-
mere intregi, problema evidentiaza cate patru cazuri:

(1) implica b € {a — 2,a — 1,a,a + 1}, (2)

(1) implicd a € {b —1,b,b+ 1,b+ 2}, (2)).

Cum procedeul urmétor este aplicabil oricaruia dintre cazuri, continuam
cu dezvoltarea cazuisticii din (2).

Cazul (2.1): b=a—2 > 1 implica ot

deci conditia sunt simultan numere naturale implici a+1 > b

5 € N*, din care rezulta in mod

necesar ca a —2 | a+1. Cum a — 2 | a — 2 rezultd cd a — 2 | 3, conditie care
implica doar cazurile:

e a—2 =1, deci a = 3, ceea ce conduce la b = 1; solutia corespunzatoare
cazului este a = 3, b = 1;

e a—2 = 3, deci a = 5, ceea ce conduce la b = 3; solutia corespunzatoare
cazului este a = 5, b = 3.

Cazul (2.2): b=a —1 > 1 implica a € N*, de unde,

tindnd cont de a doua fractie, rezulta in mod necesar ca a | a+1. Cuma | a
rezultd ca a | 1, conditie care implica doar cazul a = 1, ceea ce conduce la
b = 0, care nu convine conditiilor problemei.

1 2
Cazul (2.3): b = a > 1 implica ot e N* gi at=z € N*, de unde,

a a
tinand cont de a prima fractie, rezulta in mod necesar ca a | a + 1. Cum

1 1
+1€N*§ia+
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a | a, rezulta ca a | 1, conditie care implica doar cazul a = 1 ceea ce conduce
la b = 1 si care verifica si conditia corespunzatoare celei de-a doua fractii;
solutia corespunzatoare cazului este a =1, b = 1;

3
Cazul (2.4): b=a+1 > 2 implica ot

necesar ca a | a + 3. Cum a | a, rezulta cz“g a | 3, conditie care implica doar
cazurile:

e a = 1, ceea ce conduce la b = 2; solutia corespunzatoare cazului este
a=1,b=2;

e o = 3, ceea ce conduce la b = 4; solutia corespunzatoare cazului este
a=3,b=4.

Solutia 2 — bazata pe studierea unor cazuri rezultate din observarea
fractiilor care trebuie analizate.

Cazul 1: a =b > 1.

2 L. . . a
In acest caz, conditia problemei se rescrie

€ N*, din care rezulta in mod

a+2

1
€ N* i e N
care corespunde cazului (2.3), deci implicAnd aceeasi concluzie: multimea

solutiilor asociate cazului este vida.

Cazul 2: a > b > 1.
b+2

Cum —— € N*, rezulta ca a = b+ 1 — corespunzator cazului (2.2), sau
a
a = b+2 — corespunzator cazului (2.1) , generand aceeasi abordare prezentata
anterior si aceleasi solutii;
Cazul 3: b >a > 1.
a+1

Cum € N* rezultd ca b = a + 1 — corespunzator cazului (2.4),

generand aceeasi abordare prezentata anterior gi aceleasi solutii.
Solutia 3 — bazata pe transcrierea algebrica a conditiei ca fractiile sa fie

numere intregi.

1 b+2
ot e N*¢i ot € N* implica faptul ca existda m,n € Nx astfel incat
a

a+1=mbsi b+ 2 = na, echivalente cu mb —a =1 gi na — b = 2, de unde,
prin adunarea membru cu membru a egalitatilor, rezulta
a(n—1)+b(m—1) =3, (3).

Conditia (3) genereaza la randu-i 4 cazuri:

Cazul 1: a(n—1)=0sib(m—1)=3

Cum a # 0 rezulta n — 1 = 0, deci n = 1, ceea ce implica b + 2 = a,
corespunzator cazului (2.1), generand solutia a = 3, b = 1, corespunzatoare
lui m = 4, respectiv a = 5, b = 3, corespunzatoare lui m = 2.

Cazul 2: a(n—1)=1gib(m—1)=2

In conditiile problemei, rezultd ca a = 1si n = 2, ceea ce implicd b+2 =
2, deci b = 0, deci acest caz admite multimea vida ca multime a solutiilor.

Cazul 3: a(n—1)=2gib(m—1)=1
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In conditiile problemei rezulta ca b = 1 i m = 2, ceea ce implica
a+1 = 2, deci a = 1, deci acest caz genereaza solutia a = 1, b = 1,
corespunzatoare lui n = 3.

Cazul 4: a(n—1)=3sib(m—-1)=0

Cum b # 0 rezultd m — 1 = 0, deci m = 1, ceea ce implica a + 1 = b,
corespunzator cazului (2.4), generand solutia a = 1, b = 2, corespunzatoare
lui n = 4, respectiv a = 3, b = 4, corespunzatoare lui n = 2.

Solutia 4 — bazata pe studierea valorilor posibile ale fractiilor.

a+1 c N*si b

a
1
Cazul 1: atl_ 1 implica b = a + 1, deci corespunzator cazului (2.4)

€ N* genereaza urmatoarea cazuistica:

din solutia 1, generand aceeasi abordare prezentata anterior si aceleasi solutii:
a=1,b=2,respectiva=3,b=4

b+ 2
Cazul 2: ey implica b = a — 2, deci corespunzator cazului (2.1)

a
din solutia 1, generand aceeasi abordare prezentata anterior si aceleasi solutii:
a=3,b=1, respectiva=5,b=3

1 b+ 2
Cazul 3: i>2§1L2211rnplicéa—i—1>2b§ib—|—2>2a, de

unde rezulta b+ 4 > 4b, deci Sg < 4, singura valoare convenabila fiind b = 1,
implicand 2a < 3, deci regasindu-se solutia a =1, b =1

Solutia 5 — bazata pe analizarea paritatii necunoscutelor.

Astfel, se remarca faptul ca b si b+ 2 reprezinta expresii care au aceeasi
paritate, iar a si @ + 1 au paritati diferite.

In acest context, daca a ar fi par, atunci b + 2 trebuie sa fie par, deci b
par, ceea ce implica a + 1 par, contradictie.

O concluzie necesara este ca domeniul de admisibilitate pentru valorile
asociate lui a este cel mult multimea numerelor naturale impare. Observatia

poate fi utilizata in contextul abordarii pe urmatoarele cazuri:

2 b+2
Cazul 1: a = 1 implicand 7 e N*si +

€ N*, de unde b = 1, respectiv

b = 2; regasim astfel solutiile a =1, b =1, respectiva =1, b =2
b+ 2

4
Cazul 2: ¢ = 3 implicand 3 € N*gi € N*, de unde b = 1, respectiv
b = 4; regasim astfel solutiile a = 3, b =1, respectiva =3, b =4

b+ 2
Cazul 3: a = 5 implicand 6 e N*si +

b
astfel solutia a =5, b =3

€ N*, de unde b = 3; regasim

1 b+ 2
€ N*gi 272 ¢ N* implici

s

e A o a
La acest moment, utilizand faptul ca

a
faptul ca exista m,n € N* astfel incat a + 1 = mb si b + 2 = na, rezulta ca
2m +1

. De asemenea se
n—1

(mn—1)a=2m+1 > 3 (*), ceea ce implica a =
——

>0
poate remarca faptul ca relatia (*) nu este verificata in cazul m =n = 1.
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Daca a > 7 atunci

+1 .
1 > 7, echivalent cu m(7n —2) < 8.
mn —
Pe de alta parte, din ipotezele problemei si tindnd cont ca nu convine

cazul m = n = 1, rezulta ca minimul expresiei m(7n —2) se realizeaza pentru
cazul m = 2,n = 1, deci m(7n—2) > 10, de unde rezulta ca a > 7 nu convine
ipotezelor, fapt care argumenteaza ca cele 3 cazuri prezentate anterior sunt
singurele care genereaza solutii.

Solutia 6 — din nou o abordare algebrica.

1 b+ 2
a4 —;; € N*gi + € N* implica faptul ca exista m,n € Nx astfel incat

2 1

a+1=mbsib+ 2 =na, sistem din care rezulta fie relatia a = mt 1 (1),
mn —

2
fie relatia b = nt (1)
mn — 1

Observam ca pentru cazul m =n = lrezulta a+1 =b g b+ 2 = a,
ceea ce conduce la b+ 3 = b, deci cazul nu conduce la solutie. Astfel (1) si
(1’) vor fi admise pentru orice alta pereche de numere naturale nenule. In
concluzie, mn > 1, deci mn — 1 > 0.

Cuma > 1, din (1) rezulta m(n—2) < 2 (**), ceea ce implica urmatoarea
abordare pe cazuri:

Cazul 1: n =1, ceea ce implica b + 2 = a, deci corespunzator cazului
(2.1) din solutia 1, generand aceeasi abordare prezentata anterior si aceleasi
solutii: a =3, b= 1, respectiva =5,b=3

2 1
Cazul 2: n = 2, ceea ce implica a = 2m + 1 € Nx, de unde rezulta ca
m [R—
2m — 1| 2, convenind doar cazul m = 1, conducéand la solutia a = 3, b = 1.
Cazul 3: n = 3, ceea ce implici m < 2; pentru m = 1 se obtine

a = 3 ¢ N*; pentru m = 2 se obtine solutia a = 1, b = 1.

Cazul 4: n = 4, ceea ce implica m < 1, deci pentru m = 1 se obtine
solutiaa =1, b= 2.

Pentru n > 5 rezulta m(n — 2) > 3, deci nu mai existd perechi de
valori naturale nenule care sa verifice conditia (**). In concluzie, solutiile
identificate sunt singurele care indeplinesc ipotezele problemei.

Observatie. O abordare prin analogie poate porni de la relatia (1').

Problema ne duce cu gandul la o posibila generalizare:

Demonstrati ca, oricare ar fi m si n numere naturale nenule si diferite

de 1, exista mumerele naturale a si b, nenule $i diferite de 1, pentru care
a+m _b+n
i

b a
b
Solutie. a—l—Tm € N*gi ot € N* implica faptul ca exista p,q € N*

sunt simultan numere naturale.

a
astfel incat a +m = pb si b + n = qa, sistem din care rezulta relatiile
np—+m . b mq-—+n

a= S10= .
pq—1 pq—1
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Este de ajuns sa impunem pg — 1 = 1, adica pg = 2, ceea ce implica
urmatoarele cazuri:

Cazul 1: dacap=1,g=2 atuncia=n+m si b =2m + n.

Cazul 2: daca p=2,g =1 atuncia =2n+m si b=m + n.

Observam ca nu convin cazurile (m,n) € {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}.

Totusi, ca o discutie suplimentara avem, extinzand domeniul de admi-
sibilitate pentru a si b la multimea numerelor naturale nenule :

. .o a . . .o
e m =0, n =0 implica 3 >1,— > 1, deci a < b < a, ceea ce implica
a

a = b € N*, adica multimea solutiilor este formata din perechile (a, a), oricare
ar fi @ € N*, . )
e m =1, n =0 implica + >1,-

>1,decia <b<a+1,ceea ce

a+1
implica fie a = b € N*, de unde In mod necesar €Nx,decia=b=1

1
ar fi singura solutie, fie b = a + 1 € N*, ceea ce conduce la ot
a
a=1,b=2.

e m =0, n =1 este analog cazului anterior;

1 b+1
aqu >1, + >1,decia—1 < b < a+1, ceea
a

. . N a
ce implica fie a = b € N*, de unde in mod necesar

€ Nx, deci

em =1,n = 1implica

1
eN*, decia=b=1
+2

. . a
ar fi singura solutie, fie b = a + 1 € N*, ceea ce conduce la e N*,

a
decia =1,b =2saua =2,b =3, fieb=a—1 € N¥ ceea ce conduce la
Ol N decia=2b—1sana=3b=2

a—1
O alta observatie permite evidentierea cazului in care m si n au aceeasi

paritate, caz In care se poate face alegerea a = n + 2 si b = 2, obtinand
mint2 2 _len i
= . In

2 +2
cazul cand m gi n au paritati diferite, abordarea nu mai este evidenta.

n
€ N* (numaratorul fiind un numar par) si
n





