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Vom discuta aici, plecand de la o anumita configuratie, cateva proble-
me date la Olimpiada Internationala Tuymaada din Takutia si la Olimpiada
Balcanica, ambele din 2015.

Teorema. Fie ABC un triunghi scalen si D, E, F picioarele bi-
sectoarelor exterioare ale unghiurilor A, B, C. Fie Ay, By, C1 mijloacele
arcelor mici BC, CA, AB ale cercului circumscris si D1, E1, Fy punctele de
intersectie ale dreptelor BC si B1Cq, CA si C1 A1, AB si A1B1. Atunci:

(1) punctele D, E, F, respectiv punctele D1, E1, Fy sunt coliniare;

(2) dreptele DEF gi D1E1Fy sunt paralele;

(3) dreapta OI (unde O si I sunt centrele cercurilor circumscris, respectiv
inscris) este perpendiculara pe dreptele DEF gi D1 FEyF}.

Demonstratie. (i) Coliniaritatea punctelor D, E,| F rezulta imediat din
teorema lui Menelaus (intrucat DC/DB = AC/AB si analoagele), iar coli-
niaritatea punctelor Dy, Eq, F] rezulta din teorema lui Desargues (intrucat
dreptele AA;, BB;, C'Cy sunt concurente).
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(ii) Observam intai ca dreptele B1C1, C1A; si A1 B; sunt mediatoarele
segmentelor AI, BI si CI (din A1B = Al etc.) si, in particular, sunt
paralele cu bisectoarele exterioare AD, BF si CE. Astfel, cu notatiile din

1 ~ 1 o
figurda, XB = XI, ZB = ZI; cum m(sxBXZ7) = §m(BA1) + im(ACl) =

1 — 1 >
= im(CAl) + Em(Bcl) = m(gBZX) avem si BX = BZ. Rezulta ca

patrulaterul BX1Z este romb si, deci, X1 || BC, adica punctele in care se taie
laturile triunghiurilor ABC' si A1 B1C) determina trei segmente concurente
in [ si paralele cu laturile triunghiului ABC. Dar atunci avem ca

AFE : AEhL = AB : AX = AC : AY = AF : AR
si, prin urmare,
EF H E1F1,i.e. DEF H D1E1F1.

(Cu acest argument, din coliniaritatea punctelor D, F, F' rezulta coli-
niaritatea punctelor Dy, Ey, F} si reciproc.)

d(iii) Din constructia punctelor Dy, Fj, F} se vede usor ca acestea se
gasesc pe polara punctului I fatd de cercul circumscris (si, deci, sunt, inca
o data, coliniare), i.e. dreapta D;E;Fj este chiar polara lui [; prin urmare,
avem OI LD1EFy (si OILDEF).

Problema 1 (Balcaniada 2015). Fie ABC un triunghi scalen i I
centrul cercului sau inscris; fie A1, By, C1 punctele in care bisectoarele Al,
BI, CI intersecteazd a doua oarda cercul circumscris triunghiului ABC; in
sfarsit, fie Do, Eo, Fy punctele in care paralelele prin I la laturile BC, C'A,
AB intersecteazd, respectiv, dreptele B1Cy, C1A1, A1By. Atunci punctele
Dy, Es, Iy sunt coliniare.
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Solutia 1. Fie, ca si mai inainte, Dy, Fq, F} punctele in care dreptele
BCy1, C1 A1, A1 B taie, respectiv, dreptele BC, CA, AB. Atunci, cum stim
deja, punctele Dy, E1, Fi sunt coliniare.

Pe de alta parte, din egalitatile C1.Dy : C1 Dy = C1C : C11 = C1Ey -
C1Ey rezulta ca E1Dy || E2D9; cum, analog, avem si F1D; || FoDs, din
coliniaritatea punctelor Dy, F1, I} obtinem si coliniaritatea punctelor Do,
EQ, FQ, q.e.d.

Exista si o solutie — urmatoarea — mai directa si mai simpla. Dar cine
poate miza pe o asemenea solutie in timpul concursului? Caci se stie ca la
ideile simple se ajunge dupa multa munca (si/sau prin talent). $i, in fond,
noi aici cautam configuratii care sa ne ajute atunci cand nu suntem geniali.

Solutia 2 (cf. [2]). Din egalitatile <D9IBy = <CBB; = JIC1B;
rezultd ca dreapta Dsl este tangenta cercului 1B1Cy si, deci, DoI? = Dy By -
Dy, de unde obtinem ca Ds se gaseste pe axa radicala a cercului ABC si
a punctului /. Analog, si punctele Fs si Fh se gasesc pe aceeasi axa radicala
si problema este rezolvata.

Lema / Problema 2 (D. Shiryaev, Tuymaada 2015). Fie ABC un
triunght i I centrul cercului inscris; fie L si C1 punctele in care bisectoarea
CI intersecteaza latura AB si cercul circumscris. Atunci, daca IL = LC1,
avem CI = IC].

Solutia 1 ([1]). Fie I. centrul cercului exinscris corespunzator varfului
C si P, Q, M proiectiile punctelor I, I., Cy pe latura AB. Atunci M este
mijlocul segmentului PQ (intrucat este mijlocul laturii AB, iar P si @ sunt
puncte izotomice pe latura AB, fiind punctele de tangentd ale acesteia cu
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cercurile inscris si exinscris) si, prin urmare, C este mijlocul segmentului
II..

Pe de alta parte, punctele I gi I. sunt conjugate armonic fata de seg-
mentul CL si, deci,

c 1.0 . IC  IC+2IC
L~ I.L "C 10,2~ 31Ci)2
de unde rezulta ca IC = IC1, q.e.d.
Si acum Inca o solutie simpla.
Solutia 2. Din asemanarea triunghiurilor ACy L si CBL (si tinand cont
de egalitatea C1 A = C11 i teorema bisectoarei) rezulta ca

IC : IL=BC : BL=C1A: ChL = 2,

de unde concluzia este imediata.

Problema 3 (D. Shiryaev, Tuymaada 2015). Fie ABC un triunghi in
care OM = R —r, unde O este centrul cercului circumscris, M este mijlocul
laturii AB, iar R si r sunt razele cercurilor circumscris, respectiv inscris.
Fie D si F' picioarele bisectoarelor exterioare ale unghiurilor A si C. Sa se
determine toate valorile posibile pentru unghiul <<CF D.

Pentru precizarea figurii, sa observam inainte de toate ca unghiul C este
ascutit: din inegalitatea lui Euler, R > 2r, rezulta ca OM > MCy (unde Cy

este mijlocul arcului mic AB) si, deci, unghiul C' este mai mic chiar de 60°.
(De notat ca inegalitatea precedenta este stricta intrucat cazul triunghiului
echilateral este exclus.)

Solutia 1 (a doua solutie oficiala, cf. [1]). Fie I centrul cercului
inscris si P proiectia sa pe latura AB. Atunci, intrucat IP = r = MC; si
IP1AB1MCy, avem ca latura AB trece prin mijlocul segmentului 1C7, de
unde rezulta (cf. lema) ca I este mijlocul segmentului CCY si, deci, OI LCCY.

Pe de alta parte, avem ca OILDF (cf. teorema) si CFLCC; (fiind
bisectoarele unghiului C'), de unde obtinem ca CF LDF, i.e. <CFD = 90°.

Urmatoarea solutie, calculatorie, foloseste doar coliniaritatea punctelor
D, E, F (nu si lema).
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Solutia 2 (prima solutie oficiala, cf. [1]). Cu notatiile uzuale, si fara a
restange generalitateal), vom presupune ca a > ¢ > b; celelalte notatii sunt
cele de pana acum.

Cum M este mijlocul segmentului PQ (P si @ fiind izotomice pe latura
AB), bisectoarea C'C'y trece prin mijlocul segmentului PM si IP = MCy = r,
rezulta ca I.Q = 3r i, deci, p=3(p — ¢), i.e. a+b=2c.

Pe de alta parte, avem ca

DC:CB=b:c ie DC— -2
c—b
FA:EC=c:a ie FA= be
a—c
de unde 5 ; .
EC=b+ X =P _ P _pe

a—c a—c c—b
Prin urmare, triunghiul CDE este isoscel (in C) si cum CF este bisec-
toare in acest triunghi, rezulta ca CF1LDE, i.e. <CFD = 90°.
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B Intr-adevir, completarea perechii de puncte D, F' la tripletul D, E, F' face problema
cu adevarat simetrica in A si B.



