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presented, using some higher algebra considerations
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Problema 1106 din Gazeta Matematica volumul XI (1906) are urmatorul
enunt;:

Sa se gaseasca forma generald a ecuatiilor algebrice cu coeficienti ratio-
nali si ireductibile ale caror radacini sa se exprime rational in raport cu una
sau mai multe din raddcinile ecuatiei x° — 1 = 0.

A.G. loachimescu

Solutie. Deoarece radacinile ecuatiei 2> — 1 = 0 sunt 1,¢,¢?, 3, ¢4,

2r .. 2m VR . . <
unde ¢ = cos = + 1s1n€ si pentru ca orice functie rationala de aceste

radacini este un element al corpului ciclotomic Q((), rezulta ca radacinile
ecuatiilor pe care le cautam sunt elemente din acest corp. Sa cautam, agadar,
polinoamele ireductibile monice din inelul Q[X], avand radacinile in corpul
Q(¢)-
Acestea sunt polinoamele minimale ale elementelor din Q(().
Intr-adevir, orice polinom minimal al unui element a € Q(¢) este ire-
ductibil in Q[X] si, avand o radacina o € Q((), are toate radacinile in Q((),
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caci extinderea ciclotomica Q C Q(() este normala. Reciproc, daca un poli-
nom ireductibil din Q[X] are toate radacinile in corpul Q((), el este polinomul
minimal pentru oricare din radacinile sale.

Fie f € Q[X] polinomul minimal al elementului a € Q(¢). Avem
extinderile de corpuri Q € Q(a) € Q(¢). Cum [Q(¢) : Q] = ¢(5) = 4,
rezulta, din relatia gradelor, ca grad(f) = [Q(«) : Q] este un divizor al lui 4,
adica vom avea grad(f) € {1,2,4}.

Consideram, agadar, urmatoarele trei cazuri:

1) grad(f) =1. Atunci f = X —a,cua € Q.

2) grad(f) = 2. Atunci extinderea Q C Q(«) are gradul 2.

Dar Q C Q(() este o extindere Galois cu grupul lui Galois ciclic, izomorf
cu U(Zs) = Z, deci un grup ciclic de ordinul 4.

Acest grup are un singur subgrup propriu, prin urmare intre Q si Q(¢)
exista un singur subcorp intermediar propriu datorita teoremei fundamentale
din teoria lui Galois si acest subcorp este:

Qc+¢ ) = Qzret) = @ (2005 ) =0 (“5‘ 1) _ ().

2

Prin urmare, Q(a) = Q (\/5), deci a € Q (\/5), adicd a = u + vV/5, cu

u,v € Q, v # 0. Atunci, polinomul minimal al lui « este:

f= (X—u—v\/g) (X—u—i—v\/g):

1
=X?2 - 2uX +u?-52% weQ, wveQr (1)

Prin urmare, polinoamele f cautate, de gradul 2, au forma (1).

3) grad(f) = 4.

Deoarece 1+ ¢+ 2+ ¢3+¢* =051 ° =1Tavem * = —(1+(+¢%+¢3)
¢! = ¢* Multimea B = {1,(,(?,(3} este o baza a extinderii ciclotomice
C Q(¢), deci orice element o € Q(() are o scriere unica

a=a+b+cC?+de3, abc,deqQ. (2)

si
Q

Sa vedem cum arati elementele subcorpului Q(v/5) in scrierea (2).

2 5—1 o—1
Deoarece ¢ + (1 :2cos§ =2. \/—4 — \/_2

VB = 1420+2¢71 = 142042¢* = 142¢+2(—1—¢—¢2=¢3) = —1-2¢2—2¢3,

deci a € Q(v5) & a=u+vVs=u+v(—1-2¢%—2¢) = a+cC?+cC?, cu
a,c € Q. Asadar, un element « scris sub forma (2) este in subcorpul Q(v/5)
daca si numai daci b = 0 si ¢ = d. Negand, un element o € Q(¢)\Q(v/5) daca
gi numai daca b # 0 sau ¢ # d si acestea sunt elementele al caror polinom
minimal este ireductibil de gradul 4. S& vedem cum arata efectiv un astfel
de polinom ireductibil de gradul 4.

, rezulta
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Notam cu G grupul Galois al extinderii Q C Q(¢). Un automorfism
o € @ invariaza multimea radacinilor primitive de grad 5 ale unitatii si
atunci este determinat de valoarea o(¢) € {¢,¢2,¢3, ¢4}

Prin urmare, G = {01, 09, 03,04}, unde

01(¢) = ¢ (01 = 1g(e)); 02(¢) = ¢% 03(¢) = ¢35 0u(C) = ¢

Conjugatele unui element o = a + b¢ + c¢% + d¢3 € Q(¢), cu b # 0 sau
¢ # d sunt:
a1 = o1(a) = a =a+ b + c? + d¢3;
ay =0oy() =a+b(+ ¢t +d® =a+b? —c(14+¢+ P+ ) +d¢ =

= (a—c)+(d—c)C+ (b—e)¢* — e
az = o3(a) = a+ b3+ e+ d¢® = a + b + ¢ +d¢* =
=a+b+c(—d1+(+ P+ ) =(a—d)+ (c—d)¢—d¢® + (b—d)¢3;
ay=oy4(a) = a+bC" +cC® +d¢? =a —b(1+ ¢+ ¢+ ¢%) + e +d(? =
=(a—0b) = b+ (d—0b)C%+ (c—b)C
Atunci, polinomul minimal f € Q[X] al lui a, descompus in factori
liniari, in inelul C[X], este:
4
F= (X —a)(X —a)(X —ag)(X —ag) = [[(X (@) (3)
i=1

Comentarii. Prima solutie a problemei a fost data in G. M. vol. XIV
(12/1908) de studentii N. Praporgescu si D. Georgescu.

Traian Lalescu da o alta solutie in G.M.vol.XIV( 3/1908), bazata pe
teoria lui Galois, indicand si o generalizare, punand in locul lui 5 un numar
prim p oarecare.

Prin metoda sa, Traian Lalescu obtine ca polinoamele ireductibile de
gradul 2 sunt de forma :

f=(X-a)*+c(X—a)—c* = X*—(2a—c) X +a*—ac—c?, a,c € Q,c # 0. (4)
Punand a = u+v, c =2v (@u:a—g, v = g ), obtinem

f=X%—2uX +u® — 5v%, adica formele (1) si (4) sunt echivalente.
De asemenea Traian Lalescu obtine, prin metoda sa, faptul ca elementele «
din (2) al caror polinom minimal este de gradul 2 sunt cele cu b =0 i ¢ = d.
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