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Aceasta nota matematica generalizeaza o inegalitate propusa la Olim-
piada Nationald de Matematicsd 2015. Enuntul problemei® este urmitorul:
Fie a,b,c,d > 0, numere reale, astfel incat a +b+c+d = 1. Ardtati ca

\/a+ (b_GC)Q + (C_Gd)Z + (d_Gb)Q +Vh Vet VA<,

Considerand mai multe variabile, putem formula urmatoarea propozitie.

Generalizare. Fie ai,a9,...,a, > 0, numere reale, n € N,n > 3,
astfel incit a1 + as + ... + a, = 1. Atunci

\/a1+ﬁ Z (ai—aj)Q—l—Z\/a_iS\/ﬁ.
1=2

2<i<j<n

) . . o 1
FEgalitatea are loc daca st numai daca ay =as = ... =a, = —.
n

Demonstrafie. Aratam mai Intai ca
(ai = a;)° < 2 (vai - y;)°, (1)
pentru orice 2 < i < j < n. Avem
(\/a—i—l—\/a_j)Qzai—l—aj—l—Q\/WSQ(ai—i—aj) <2(ay+az+...+ay) =2,
de unde, inmultind cu (\/E — \/a—j)2 > 0, obtinem
(vVai +va)" (Vai = va)" < 2(vai - vaj)”

adica (1).
Folosind acum (1) obtinem

a1+ﬁ > (ai—aj)2§a1+ﬁ Z (Vai — aj)® =

n—2 2
:1—a2—a3—...—an—l—m(ag—l—ag—i-...—i-an)—ﬁ Z aiaj:
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:1—

1 2
— 1(a2 +az+...+ay) — m(\/a2a3+\/a2a4+...+«/an_1an) =
1
=1— m(\/ag + \/CL3+ +\/an)2.

Prin urmare, pentru a proba inegalitatea este suficient sa aratam ca

s+1-<vm @)

unde S = J/as + Jaz + ...+ \/an,.
Pentru a demonstra (2) observam mai intai ca S < /n. Intr-adevar,
folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem

(1-Var+1-Vag+...+1-a,) < (12+12+.. . +1%) (a1 +az + ... +an),

care duce la (,/al + 5)2 < n, sau y/a; + S < y/n, de unde S < \/n.
In baza observatiei de mai sus, (2) este echivalenta succesiv cu

1—

2
5 <+/n-—8,

n—1"—"
2

1— <n—2v/nS + 52,

(n—1)—S*<n(n—1)—2vn(n —1)S + (n — 1),
0<nn—1)—(n—1)—2yn(n—1)S + (n —1)S? + S?,
0<(n—1)%—2yn(n—1)S +nS?,
0< [(n—1)-vnS]*,

ceea ce este evident.
Pentru egalitate este necesar sa avem egalitate in (1) si in ultima ine-

galitate, adica as = a3 = ... = a, = —, de unde reiese si a1 = —. Astfel
n n

demonstratia este incheiata.
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