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Abstract. This note refers to the solution of problem 26954, pinpointing
a mistake and bringing some extra light on its subject.
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In G.M.-B nr. 6-7-8/2014 a fost publicata problema 26954, iar re-
zolvarea ei a aparut in a G.M.-B nr. 2/2015, textul problemei fiind usor
modificat astfel:

Fie f :[a,b] = R o functie derivabila, cu derivata continud si cu pro-
b

a+b

) = 0. Sa se arate ca

prietatea /f(ac)dx— f(

b b
/ 2 2 8 2
[ (@) ae = (f@)+ 1) > = [ ()

a a

In cele cu urmeaza vom arata (Proprietatea 3) ca afirmatia nu este

adevarata nici in forma initiala (o inegalitate mai tare), nici in forma modi-
b

ficata. Consideram totusi de interes evaluarea integralei / ( f (:1:))2 dx, fapt

a
pentru care demonstram doua inegalitati (Proprietatile 1 si 2).

Proprietatea 1. Daca f : [a,b] — R este o functie derivabild, cu
b

derivata continua, astfel incat /f(:c)d:c = 0, atunct
a

3

[ @) ar= 2@+ 102 (1)

a

Demonstratie. Avem

/b(x— “;rb> F(x)de = <x— “;rb> (@)

b b
- [ fada -
b—a _a—b b—a

=) = ——f(a) = —— (f(0) + f(a)).
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Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, obtinem

( / (o= 22 s < / EREL AT / (Floar) -

- Lo (] (r)?as).

a

Prin urmare

(SFumsa) <3 /b (@) e,

[rearz 2 (SR 0w @) =i+ s

adica inegalitatea (1).
Observatie. In (1) avem egalitate dacd si numai daca inegalitatea
Cauchy-Schwarz folosita se realizeaza cu semnul egal, adica avem o relatie de

b
b
forma f'(z) =\ (x - a—21— > ,cu A € R. Tinand seama si de /f(x)dx =0,

se obtine f(x) =\ ((x —a)(x —b)+ %(b — a)2) ,cu X\ €R.

Urmatoarea inegalitate apare intr-o forma particulara in [1], p. 174.
Proprietatea 2. Daca f : [a,b] — R este o functie derivabila, cu
derivata continua si f(a) =0, atunci

b
71'2
[ @) ez 5 [ () an )

Demonstratie. Adaptand demonstratia din [1] la cazul general, con-
sideram h € (0, b — a) oarecare si avem

b

/ (f/(x) N 2(b7r— o/ @) Ctg%y dz =

a+h

b
— /((fl(x))Q o 7Tf (:r)f(x) Ctg(x_a)ﬂ + 7T2f2(£1?) Cth (x_a’)ﬂ)dx —
+h

b—a 2(b—a)  4(b—a)? 2(b—a)
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b b
= [ (@) e - 55T (0 et
Fh

™ ’ (f(2))? m° - gl —a)m
— /a dx+4(b—a)2 /a+hf (x) ctg 2(b—a)dx_

4b—a)? Join sin? (x —a)m
2(b—a)
I LN m(f(a+h))? hm i ’ 2
- /Q-}-h(f (x)) dx + 2(b o a) Ctg2(b _ 0,) 4(b o a)g /a' (f(ilf)) dz.

Prin urmare,

b
T a 2 T 772

[ rrepan s EEED e T [ Gaas 2o

th

a+h

In aceastd inegalitate facem pe h si tind& la 0. Avem
b b
I (@) de = | (f (2))°d
i [ (7 @) de = [ (' @)"do
a+h a

b
tin [ (@) do = [ (7)) do.

h—0
a+h a

Pe de alta parte,

. m hm
i (e Ve 7 ) =
hm

Astfel rezulta inegalitatea (2).

(x —a)w
2(b—a)
inegalitatea (2) se realizeaza cu semnul egal. Se arata ugor ca acestea sunt
singurele functii pentru care in (2) avem egalitate.

Observatie. Se constata ca pentru f(z) = Asin , unde A € R,

Revenind la problema 26954 din GM, vom demonstra:
Proprietatea 3. Pentru orice A > 0 se poate gasi un interval [a,b] i
o functie f :[a,b] — R deriabild, cu derivata continud, astfel incat

/bf(x)dxzf<“";b> —0
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§t
b
2
[ (@) as - A@ + 500 <0 3)
Demonstratie. Fie A un numar pozitiv dat. Vom construi un sir de
functii (fy),,>;, fiecare f, fiind definitd pe cate un interval [an, by] si avand

proprietatile din enunt, astfel incat A (fy(an) + fn( 2))? sit aibd o valoare

pozitiva constantd (independenta de n) si hm / ) dx = 0. Atunci

an
relatia (3) are loc pentru n suficient de mare, cu f, in loc de f si [ay, b,] In
loc de [a, b].
Pentru fiecare n € N* fie

fni[0,2n7] = R, fu(z) = Sin% ,x € [0, nm]
n - Y, ) n p(l’—mr)(x—q% xr € (nW,QTL?T]

unde p si ¢ sunt parametri reali. Pornind de la proprietatile pe care trebuie
sa le aiba f (in cazul nostru f,,), vom determina pe p si ¢ astfel incat

2nm
lim = lim / " =0. 4
Jim fuw) = lim () fala (4)
. / . T 1 .
Cum lim f,(r) = lim —cos— = ——si
x,/‘'nm z,/'nm N n n
/fn(x)dx = /sin Edazc = —ncos = 2n,
n nly
0 0
conditiile (4) devin
1
Jm fo (2) = = (5)
respectiv
2nm

/ fo(@)de = —2n. (6)

Pentru x € (n, 2n7] avem f(z) = p(z?

= p(2x — nm — q). Din (5) rezulta

—nwx —qr+ngn), deci f] (z) =

plnm —q) =~ @
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2nm
Pentru a tine seama si de (6), calculam integrala / fn(x)de.

nm

2nm 2nm
3 2 2 anm
/ fn(z)dx = / p(?—nrr—qrdngn)de = p | = — nr"— — ¢ + nqrx
3 2 13 .
nm nm
33 3ndnd 3n’riq 9 o
_<3_2_ 2 +"”Tq)_
B s n?n?g B pn’m? [ 5nw
NG 2 )~ 2 sz )
2.2
5
Acum (6) devine T (% - q) = —2n, respectiv
onm 4
—q) = ———. 8
p ( 3 q) — (8)
Rezolvand sistemul format din (7) si (8) in functie de p si ¢, obtinem
3(7r2—4) . 5n7r3—12n7rP, ; e ( onr]
=————~-g§gq=————. Prin urmar ntr
p a3 S 4 ST 1) urmare, pentru z € (nm, 2n7|,
fo(@) 3(72—4) (4, (5o — 1207 N N 5n2mt — 12n%7?
r)=———> |2 | 55— +nr |2
" on2r 3(m2 —4) i 3(r2—4) )
deci
sin — ,x € [0,n]
n
fo(x) = 3(n? — 4)a? — (8nm3 — 24nm)x + 5n’rt — 12n%72
,x € (nm,2n7).
2n273
Din lim f/(z) = lim f](x) si din continuitatea lui f,, In nm rezulta
z\ynm z /'nm
1
(potrivit unei consecinte a teoremei lui Lagrange) ca f)(nmw) = ——. Astfel
n

fn este derivabila si are derivata continua.

Conditia f, (a —21_ b

) = fu(nm) = 0 este satisfacuta, intrucat functia f,
2nm
a fost astfel construita. Si conditia / frn(x)dz = 0 este satisfacuta, deoarece

0
2nm

p si g au fost astfel determinati incat / fo(x)de = —2n = — / fn(z)da.
0

nm
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Pentru n € N* oarecare avem

2nm nm 2nm

[ (@)Pae= [ (f@)* e+ [ (71@)*a.
0 0 nm
2 / 2 1 z\? 1 9 T nm )
Insa (fo(z)) dz = —cos— | dez = — [ cos” —dz < —;, deci pen-
noon n? n n?
0 0 0
tru toti n € N* avem 0 < / (fr (:1:))2 dz < E, de unde
n
0
. / 2 .
nh_)n;O (fn(2))"dz=0
0
2nm 1
Prin calcul se obtine / (fh (x))de =3 (7% — 1277 + 48) . Si aceasti
™

nmw
2nm

expresie tinde la 0 cand n tinde la infinit, deci lim (f; (:1:))2 dz = 0.
n—0o0
0

1
Pe de alta parte, f,(0) =0si f,(2n7) = py. (7 —12) . Astfel
T

1
Afala) + fa®))’ = A 5 (x* = 12)° > 0.
Rezulta ca pentru n suficient de mare inegalitatea (3) are loc (cu f, in
loc de f si [ap, by] in loc de [a, b]).

Observatie. Particularizand A = 1 rezultd ca afirmatia problemei
26954 nu poate avea loc in general. Eroarea in solutia prezentata in GM
rezida in folosirea inegalitatii

b b 2

[ (r@)asz | [@-ar@a) .

a a

b . : y . : y -
cuc= , inegalitate care poate sa nu aiba loc, chiar daca functia inde-

plineste conditiile din ipoteza.
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