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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

RELAŢII VECTORIALE ÎNTRE ELEMENTELE UNUI
TRIUNGHI

Marcel Chiriţă1)

În această lecţie vom stabili câteva relaţii vectoriale ı̂ntre elementele
unui triunghi şi ı̂n final vom stabili identităţi vectoriale cu unele aplicaţii.

I. În orice triunghi avem:
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În demonstraţie vom folosi următorul rezultat:

Dacă ABC este un triunghi, M ∈ (BC) şi
MB

MC
= k atunci

−−→
AM =

−−→
AB + k

−→
AC

1 + k
.

.

1) Pentru mediana ma avem k = 1 şi −→ma =

−−→
AB +

−→
AC

2
. Pentru bisec-

toarea ia, deoarece
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=

c

b
, rezultă k =

c

b
şi deci

−→
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b
−−→
AB + c
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AC
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.

Atunci obţinem pe rând
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(a+ b+ c)(b+ c− a) = p(p− a).

Analog obţinem −→mb ·
−→
ib = p(p− b) şi −→mc ·

−→
ic = p(p− c).
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M. Chiriţă, Relaţii vectoriale ı̂ntre elementele unui triunghi 181

2) Pentru ı̂nălţimea ha avem k =
c cosB

b cosC
şi

−→
ha =

b cosC ·
−−→
AB + c cosB ·

−→
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a
.

Atunci
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4a2
=
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.

Deoarece

2a2b2+2b2c2+2c2a2−a4−b4−c4 = (a+b+c)(a+b−c)(a+c−b)(b+c−a) =

= 16p(p− a)(p− b)(p− c) = 16S2

rezultă (2). Analog obţinem −→mb ·
−→
hb =

4S2

b2
şi −→mc ·

−→
hc =

4S2

c2
.

3) Pentru bisectoarea ia avem
−→
ia =

b ·
−−→
AB + c ·

−→
AC

b+ c
şi pentru ı̂nălţimea

ha avem
−→
ha =

b cosC · −−→AB + c cosB · −→AC

a
. Deci
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−→
ha =

bAB + c
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a
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=

=
2p · 2(p− a) · 2(p− b) · 2(p− c)

4a2
=

4S2

a2
.
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Analog obţinem
−→
ib ·

−→
hb =

4S2

b2
şi

−→
ic ·

−→
hc =

4S2

c2
.

4) Avem

−→ma · −→a = ama cos (
−→ma,

−→a ) = ama

(a
2

)2
+m2

a − b2

ama
=

=
1

4
a2 +m2

a − b2 =
1

2

(
b2 + c2

)
.

Analog obţinem −→mb ·
−→
b =

1

2

(
a2 + c2

)
şi −→mc · −→c =

1

2

(
a2 + b2

)
.

II.1) Din (1) obţinem −→ma ·
−→
ia +−→mb ·

−→
ib +−→mc ·

−→
ic = p2.

2) Din (2) obţinem −→ma ·
−→
ha +

−→mb ·
−→
hb+

−→mc ·
−→
hc = 4S2

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
.

3) Din (3) obţinem
−→
ia ·

−→
ha +

−→
ib ·

−→
hb +

−→
ic ·

−→
hc = 4S2

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
.

4) Din (4) obţinem −→ma · −→a +−→mb ·
−→
b +−→mc · −→c = a2 + b2 + c2.

Din relaţiile demonstrate deducem următoarele inegalităţi.
5) Din II. (1) rezultă

p2 = |−→ma·
−→
ia+

−→mb·
−→
ib+

−→mc·
−→
ic | ≤ |−→ma·

−→
ia |+|−→mb·

−→
ib |+|−→mc·

−→
ic | = maia+mbib+mcic.

Obţinem

p2 ≤ maia +mbib +mcic.

6) Din (1) rezultă maia > p(p− a) şi analoagele.

Apoi, din p(p − a) ≤ maia reiese
√

p(p− a) 6
√
maia ≤ ma + ia

2
, de

unde ma + ia ≥ 2
√

p(p− a). Astfel,

ma + ia +mb + ib +mc + ic ≥ 2
(√

p(p− a) +
√
p(p− b) +

√
p(p− c)

)
.

Aplicând inegalitatea mediilor obţinem

ma + ia +mb + ib +mc + ic ≥ 6 3
√

pS.
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