118 ARTICOLE S§I NOTE MATEMATICE
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Abstract. This note solves the problem of finding all triples of consecutive
positive integers having all their prime factors one-digit numbers
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In Suplimentul cu Exercitii al Gazetei Matematice, ianuarie 2013, primul
dintre autorii acestui articol a propus urmatoarea problema:

Demonstrati ca nu exista patru numere naturale consecutive, mai mari
ca 10, care sa aiba toti factorii primi de o singurd cifrad.

In continuare, vom numi putere perfecta orice numar natural de forma
a’, cua,pe Ngip>2.

Pentru solutia problemei putem folosi Teorema Catalan-Mihdilescu®
sau urmatoarea lema (rezultat mai slab, dar mult mai usor de demonstrat!):

Lema. [1] Ecuatia p} —p5 =1, cur,s > 2 §i p1, pa numere prime, are
solutia unica (p1 =3,p2 =2,r =2, =23), corespunzatoare egalitatii
32 —23=1. O

Revenind la rezolvare, sa presupunem prin absurd ca exista patru nu-
mere naturale consecutive a, a+ 1, a+2, a+ 3 care sa aiba toti factorii primi
din multimea {2,3,5,7} si @ > 10. Dintre cele 4 numere doua sunt pare
iar, in afara de ele, celelalte numere sunt doud cate doua relativ prime — cu
exceptia, eventual, a cazului cand (a,a + 3) = 3. Astfel, exista posibilitatile:

I) Fiecare numar impar are cdte un singur factor prim. In aceasti
situatie numerele impare sunt puteri perfecte si:

— a) fie unul dintre cele doua numere pare este o putere naturala a
lui 2 — caz in care se contrazice lema;

— b) fie unul dintre numerele a si a + 3 este de forma 3™, iar celalalt
este de forma 3-2" cu m,n € N* — caz in care, folosind lema, obtinem a = 24,
a+ 3 =27, deci a+ 2= 26 ar avea factorul prim 13 — fals.

IT) Unul dintre numerele impare are doi factori primi (iar celalalt unul
singur). In acest caz, numarul par dintre ele trebuie sa fie o putere a lui 2,
si se contrazice, din nou, lema.

Pornind de la aceasta problema vom demonstra urmatorul rezultat.

Teorema. Singurele triplete de numere naturale consecutive, mai mari
ca 10 §i care au toti factorii primi de o singura cifra sunt (14,15,16) si

(48,49, 50).

1)Profesor, S.g. ,,Sf. Andrei®, Bucuresti.
2)Elevé, Colegiul National de Informatica ,, Tudor Vianu“, Bucuresti.
3)Singurele puteri perfecte consecutive sunt 8 = 23 si 9 = 3.
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Demonstratie. Din lema rezulta ca nu exista doua numere consecutive
dintre cele trei de forma pf, p3, unde p;, p2 sunt numere prime. Astfel, sunt
posibile cazurile urmatoare.

I) a este par. Deoarece (a,a +2) =2si (a,a+1)=(a+1,a+2) =1,
avem variantele

e {a,a +2} = {2p},2™}. In acest caz |[p} — 2" '] = 1 si obtinem
tripletele (16,17,18) — care nu convine si (14,15,16), care convine;

eaq=2"3" a+1=5P, a+2 =297, n,r >0. Atuncia+1 =6
(mod 7) si, analizand puterile lui 5 mod 7, deducem p = 3 (mod 6). Dar
atunci a =57 — 1 =1 (mod 3) — contradictie;

ea =2""T a+1=5P a+2=293", n,r >0. Atunci a+1 = 2
(mod 3) si, analizand puterile lui 5 mod 3, deducem p = 1 (mod 2). Dar
atunci a = 5P — 1 € {2,4,5} (mod 7) — contradictie;

ea=2"5" a+1="7,a+2=293", n,r > 0. Atunci a + 1
(mod 3) si a4+ 2 =0 (mod 3) — contradictie;

ea=2"3" a+1="7,a+2=29%" nr >0 Atuncia+1=9
(mod 10) si, analizand puterile lui 7 mod 10, deducem p = 2 (mod 4). Sunt
posibile subcazurile:

A)ym>2/decig=1,a+2=2-5"=1 (mod 7), ceea ce implica r = 2
(mod 6). In cazul n > 1 aceasta ar duce la a +2 =2 (mod 9), adici 5" = 1
(mod 9) — contradictie cu 7 =2 (mod 6), iar in cazul n = 1 avem situatiile:

A1) m > 4, care ar duce la 7’ = a+ 1 =1 (mod 32) — imposibil
(sa nu uitdm ca p =2 (mod 4)) si
As) m < 4 —situatie in care, verificand toate posibilitatile, obtinem
solutia (48,49, 50);
B) m =1, care ar duce la 7?7 = a + 1 = 3 (mod 4) — in contradictie
cup=2 (mod 4);

ea=2"5" a+1=3P,a+2=297", n,r >0. Atunci3? =a+1=1
(mod 10) si, analizénd puterile lui 3 mod 10, deducem p = 0 (mod 4). In
acest caz a+1 =3 =1 (mod4), a+2=2 (mod4),¢g=1,a+2=2
(mod 3) — contradictie cu a + 1 = 37;

ea=2"T"a+1=3%,a+2=29%", n,r >0. Atunci 3? =a+1=9
(mod 10) si, analizand puterile lui 3 mod 10, deducem p = 2 (mod 4), apoi
a+1=1(mod4),a+2=2 (mod4),g=1sim >1,a=2 (mod3), m
este impar (si mai mare ca 1), a = 0 (mod 8), 2-5" = a+2 = 2 (mod 8),
5" =1 (mod 4), r este par,a +1=2-5"—1=1 (mod 3) — imposibil.

IT) a este impar, cu variantele:

ea=3" a+1=2"5" a+2="T79 m,n,p,q > 0. Atuncia =0 (mod 3)
sia+2=1 (mod 3) — contradictie;

ea=3"a+1=2"" a+2=5% m,n,p,qg >0. Atuncia+2 =1
(mod 4), n > 1 si avem variantele:

A)n=2,deundea+1=4-7 =4 (mod 8),57 =a+2 =5 (mod ),
q este impar — contradictie cu 52 = (a + 1) + 1 =1 (mod 7);
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B) n > 2, de unde a = 7 (mod 8) — contradictie cu a = 3™ € {1, 3}
(mod 8)
ea=5"a+1=2"3?,a+2="77 m,n,p,qg>0. Atunci a = 5" =1
(mod 4) si avem variantele:
A) m =1, de unde a = 5 — nu convine;
B) m > 1, de unde a = 25 (mod 100), deci 79 = a+2 = 27 (mod 100)
— contradictie;
ea=5"a+1=2"" a+2=37 m,n,p,q > 0. Atunci a = 5™
(mod 4),a+1=2 (mod4),n=1,3"=a+2=2-7P+1=1 (mod 7), q
(mod 6), a+2 € {1,9} (mod 10) — contradictie cu a = 5™ =5 (mod 10);
ea=T"a+1=2"3"a+2 =59 m,n,p,q > 0. Atunci a+2 = 57 = 25
(mod 100), de unde 23 = a = 7™ (mod 100) — contradictjie;
ea=T7"a+1=2""a+2=3% m,n,p,q >0. Atunci 39 =a+2 =2
(mod 7), ¢ =2 (mod 6), a+2 =37=1 (mod 8), a =7 (mod 8), m =1
(mod 2), 7" =a € {3,7} (mod 10), a + 1 € {4,8} (mod 10) — contradictie
cua=2"5" =0 (mod 10).
Observatie. Din teorema demonstrata rezulta imediat problema ini-
tiala, deoarece niciunul dintre tripletele din teorema nu poate fi , prelungit”
pentru a obtine patru numere consecutive cu factori primi mai mici decat 10.
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