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Abstract. This note solves the problem of finding all triples of consecutive
positive integers having all their prime factors one-digit numbers
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În Suplimentul cu Exerciţii al Gazetei Matematice, ianuarie 2013, primul
dintre autorii acestui articol a propus următoarea problemă:

Demonstraţi că nu există patru numere naturale consecutive, mai mari
ca 10, care să aibă toţi factorii primi de o singură cifră.

În continuare, vom numi putere perfectă orice număr natural de forma
ap, cu a, p ∈ N şi p ≥ 2.

Pentru soluţia problemei putem folosi Teorema Catalan-Mihăilescu3)

sau următoarea lemă (rezultat mai slab, dar mult mai uşor de demonstrat!):
Lemă. [1] Ecuaţia pr1 − ps2 = 1, cu r, s ≥ 2 şi p1, p2 numere prime, are

soluţia unică (p1 = 3, p2 = 2, r = 2, s = 3), corespunzătoare egalităţii
32 − 23 = 1. �

Revenind la rezolvare, să presupunem prin absurd că există patru nu-
mere naturale consecutive a, a+1, a+2, a+3 care să aibă toţi factorii primi
din mulţimea {2, 3, 5, 7} şi a ≥ 10. Dintre cele 4 numere două sunt pare
iar, ı̂n afară de ele, celelalte numere sunt două câte două relativ prime – cu
excepţia, eventual, a cazului când (a, a+ 3) = 3. Astfel, există posibilităţile:

I) Fiecare număr impar are câte un singur factor prim. În această
situaţie numerele impare sunt puteri perfecte şi:

– a) fie unul dintre cele două numere pare este o putere naturală a
lui 2 – caz ı̂n care se contrazice lema;

– b) fie unul dintre numerele a şi a+ 3 este de forma 3m, iar celălalt
este de forma 3 ·2n cu m,n ∈ N∗ – caz ı̂n care, folosind lema, obţinem a = 24,
a+ 3 = 27, deci a+ 2 = 26 ar avea factorul prim 13 – fals.

II) Unul dintre numerele impare are doi factori primi (iar celălalt unul

singur). În acest caz, numărul par dintre ele trebuie să fie o putere a lui 2,
şi se contrazice, din nou, lema.

Pornind de la această problemă vom demonstra următorul rezultat.
Teoremă. Singurele triplete de numere naturale consecutive, mai mari

ca 10 şi care au toţi factorii primi de o singură cifră sunt (14, 15, 16) şi
(48, 49, 50).
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Demonstraţie. Din lemă rezultă că nu există două numere consecutive
dintre cele trei de forma pr1, p

s
2, unde p1, p2 sunt numere prime. Astfel, sunt

posibile cazurile următoare.
I) a este par. Deoarece (a, a + 2) = 2 şi (a, a+ 1) = (a+ 1, a+ 2) = 1,

avem variantele
• {a, a + 2} = {2pr1, 2m}. În acest caz |pr1 − 2m−1| = 1 şi obţinem

tripletele (16, 17, 18) – care nu convine şi (14, 15, 16), care convine;
• a = 2m3n, a + 1 = 5p, a + 2 = 2q7r, n, r > 0. Atunci a + 1 ≡ 6

(mod 7) şi, analizând puterile lui 5 mod 7, deducem p ≡ 3 (mod 6). Dar
atunci a ≡ 5p − 1 ≡ 1 (mod 3) – contradicţie;

• a = 2m7n, a + 1 = 5p, a + 2 = 2q3r, n, r > 0. Atunci a + 1 ≡ 2
(mod 3) şi, analizând puterile lui 5 mod 3, deducem p ≡ 1 (mod 2). Dar
atunci a ≡ 5p − 1 ∈ {2, 4, 5} (mod 7) – contradicţie;

• a = 2m5n, a + 1 = 7p, a + 2 = 2q3r, n, r > 0. Atunci a + 1 ≡ 1
(mod 3) şi a+ 2 ≡ 0 (mod 3) – contradicţie;

• a = 2m3n, a + 1 = 7p, a + 2 = 2q5r, n, r > 0. Atunci a + 1 ≡ 9
(mod 10) şi, analizând puterile lui 7 mod 10, deducem p ≡ 2 (mod 4). Sunt
posibile subcazurile:

A) m ≥ 2, deci q = 1, a+2 = 2 · 5r ≡ 1 (mod 7), ceea ce implică r ≡ 2

(mod 6). În cazul n > 1 aceasta ar duce la a+ 2 ≡ 2 (mod 9), adică 5r ≡ 1
(mod 9) – contradicţie cu r ≡ 2 (mod 6), iar ı̂n cazul n = 1 avem situaţiile:

A1) m > 4, care ar duce la 7p = a + 1 ≡ 1 (mod 32) – imposibil
(să nu uităm că p ≡ 2 (mod 4)) şi

A2) m � 4 – situaţie ı̂n care, verificând toate posibilităţile, obţinem
soluţia (48, 49, 50);

B) m = 1, care ar duce la 7p = a + 1 ≡ 3 (mod 4) – ı̂n contradicţie
cu p ≡ 2 (mod 4);

• a = 2m5n, a+ 1 = 3p, a+ 2 = 2q7r, n, r > 0. Atunci 3p = a + 1 ≡ 1
(mod 10) şi, analizând puterile lui 3 mod 10, deducem p ≡ 0 (mod 4). În
acest caz a + 1 = 3p ≡ 1 (mod 4), a + 2 ≡ 2 (mod 4), q = 1, a + 2 ≡ 2
(mod 3) – contradicţie cu a+ 1 = 3p;

• a = 2m7n, a+ 1 = 3p, a+ 2 = 2q5r, n, r > 0. Atunci 3p = a + 1 ≡ 9
(mod 10) şi, analizând puterile lui 3 mod 10, deducem p ≡ 2 (mod 4), apoi
a + 1 ≡ 1 (mod 4), a + 2 ≡ 2 (mod 4), q = 1 şi m > 1, a ≡ 2 (mod 3), m
este impar (şi mai mare ca 1), a ≡ 0 (mod 8), 2 · 5r = a + 2 ≡ 2 (mod 8),
5r ≡ 1 (mod 4), r este par, a+ 1 = 2 · 5r − 1 ≡ 1 (mod 3) – imposibil.

II) a este impar, cu variantele:
• a = 3m, a+1 = 2n5p, a+2 = 7q, m,n, p, q > 0. Atunci a ≡ 0 (mod 3)

şi a+ 2 ≡ 1 (mod 3) – contradicţie;
• a = 3m, a + 1 = 2n7p, a + 2 = 5q, m,n, p, q > 0. Atunci a + 2 ≡ 1

(mod 4), n > 1 şi avem variantele:
A) n = 2, de unde a+1 = 4·7p ≡ 4 (mod 8), 5q = a+2 ≡ 5 (mod 8),

q este impar – contradicţie cu 5q = (a+ 1) + 1 ≡ 1 (mod 7);
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B) n > 2, de unde a ≡ 7 (mod 8) – contradicţie cu a = 3m ∈ {1, 3}
(mod 8)

• a = 5m, a+ 1 = 2n3p, a + 2 = 7q, m,n, p, q > 0. Atunci a = 5m ≡ 1
(mod 4) şi avem variantele:

A) m = 1, de unde a = 5 – nu convine;
B)m > 1, de unde a ≡ 25 (mod 100), deci 7q = a+2 ≡ 27 (mod 100)

– contradicţie;
• a = 5m, a+ 1 = 2n7p, a + 2 = 3q, m,n, p, q > 0. Atunci a = 5m ≡ 1

(mod 4), a+1 ≡ 2 (mod 4), n = 1, 3q = a+2 = 2 ·7p+1 ≡ 1 (mod 7), q ≡ 0
(mod 6), a+ 2 ∈ {1, 9} (mod 10) – contradicţie cu a = 5m ≡ 5 (mod 10);

• a = 7m, a+1 = 2n3p, a+2 = 5q, m,n, p, q > 0. Atunci a+2 = 5q ≡ 25
(mod 100), de unde 23 ≡ a ≡ 7m (mod 100) – contradicţie;

• a = 7m, a+1 = 2n5p, a+2 = 3q, m,n, p, q > 0. Atunci 3q = a+2 ≡ 2
(mod 7), q ≡ 2 (mod 6), a + 2 = 3q ≡ 1 (mod 8), a ≡ 7 (mod 8), m ≡ 1
(mod 2), 7m = a ∈ {3, 7} (mod 10), a + 1 ∈ {4, 8} (mod 10) – contradicţie
cu a = 2n5p ≡ 0 (mod 10).

Observaţie. Din teorema demonstrată rezultă imediat problema ini-
ţială, deoarece niciunul dintre tripletele din teoremă nu poate fi ,,prelungit”
pentru a obţine patru numere consecutive cu factori primi mai mici decât 10.
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În Gazeta Matematică sau la concursuri sunt propuse probleme de geo-
metrie elementară ı̂n care se cere calcularea măsurilor unor unghiuri ı̂ntr-un
triunghi sau congruenţa unor segmente.

În această lecţie vrem să prezentăm câteva metode de rezolvare a acestor
probleme bazându-ne pe construcţii ajutătoare sau pe noţiuni de trigonome-
trie, altele decât cele apărute ı̂n soluţiile prezentate.

1. (Problema E:14391– G.M.-B nr. 9/2012, Şt. Smarandache). Tri-
unghiul ABC are m(�BAC) = 20◦ şi AB = AC. Fie M ∈ (AC) astfel ı̂ncât
m(�ABM) = 10◦. Demonstraţi că [AM ] ≡ [BC].
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