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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

UN ARGUMENT DE MEDIE
NEcuLAI StanciuY si TITU ZVONARU?)

Vom rezolva in cele ce urmeaza cateva probleme care au la baza aceeasi
idee simpla.

Daca aq,ao,...,a, sunt numere reale, atunci
s
ay+as+...+a, > s=max(ay,az,...,a,) > —
n
i s
ar+ag+ ...+ a, < s=min(ay,ag,...,a,) < —
n’

Demonstratia este evidenta, deoarece relatiile de mai sus spun in esenta
ca daca media aritmetica a unor numere este mai mare sau cel putin egala
cu un numar a atunci cel mai mare numar este cel putin a, iar daca media
lor aritmetica este cel mult a atunci cel mai mic numar este cel mult a.

1. (Marcel Chirita) Demonstrati ca dacd a,b,c sunt numere reale po-
zitive, atunct

max{(l—I—%) (1+%),<1+%> <1+g>,(1+§) (1+g)}z4.

Solutie. Inegalitatea dorita rezulta daca vom demonstra ca

(1+%) (1+%)+<1+§) <1+g>+(1+§) (1+§) >12. (1)

Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica obtinem
(1+ ) (1+ )+ (1+ b) (1+b> +(1+§) (1+g) >

o ffoffonfi ol o e e )

a Vbe  Vac  ab) ~

>4- 3\/\/_ Jac \/_—12

deci (1) este adevarata.
2. (Olimpiada Spania) Fie r,s,u,v numere reale. Demonstrati ca

1
4

min{r—sQ,s—u2 u— v v—r2}
Solutie. Vom demonstra ca

r—52+8—u2+u—v2+v—r2§1.

1)Profesor, Sc. gen. ,George Emil Palade®, Buzau
2)Pr0fesor, Sc. gen., Comanesti, jud. Bacau
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Intr-adevir, ultima inegalitate este echivalenta cu

(D) ()

deci este adevarata.

3. (Dumitru Acu, GM.-B) Fie numerele ai,as,...,a,, cun > 3. Sa
se arate ca cel putin unul dintre numerele

(a1 +ag+ ... +an)? — (n* —n+2)aa;,1 <i<j<n,

este mat mare sau egal cu 0.

Solutie. Concluzia dorita rezultda daca vom demonstra ca suma celor
n(n—1) . 9 2 . e
———= numere de tipul (a1 +a2+...4+a,)” — (n° —n+2)a;a; este pozitiva,

adica, prin transformari echivalente,

Z ((a1+a2+...—|—an)2—( 2—n—|—2)aiaj) >0

1<i<j<n
n(n—1
%(al—l—ag—l—...—l—anf— Z (n? —n +2)aa; >0
1<i<j<n
nin—1) < n(n —1)
TZa?—i—Q-T Z aiaj — (n* —n+2) Z a;aj >0
i=1 1<i<j<n 1<i<j<n
Miaz_Q S ;>0
2 (3 (2l ==
i=1 1<i<j<n
n—1)(n—2) —
5t CNOD S
1<i<j<n i=1
—1 -2 —1
evident adevarat. (Am folosit faptul ca n — 1+ (n=ln-2) = n(n ))

4. (Concurs, America de Sud) Fie 100 de numere naturale nenule cu
proprietatea ca suma lor este egald cu produsul lor. Determinati numarul
minim de aparitit ale lui 1 printre cele 100 de numere.

Solutie. Fie x100 < x99 < ... < 29 < x1 cele 100 de numere si knyin
numarul minim de aparitii a lui 1. Ecuatia

T100 + T99 + ...+ T2 + T1 = T1007T99 - - - T2T1
poate fi scrisa sub forma
100 99 T2 1
_|_

+. 4 + =1.
100299...22x1 10099 ... L2T1 100299 -..T2x1 X100X99 ...T2T1

Deoarece 190 < x99 < ... < x9 < 21, rezulta ca

I 1
>,
100299 - .. L2X1 100
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adica
100299 - . . L2 S 100.

Deducem ca, cel mult 6 dintre numerele z1gg, g9, . . . , T pot fi mai mari
ca 1, deci knin > 93.
In cazul ki, = 93 obtinem ecuatia

DB+ 27 +x6+ x5+ 24+ 23+ 22+ T1 = T1T2X3T4T5T62L 7,
unde x1 > x9 > T3 > x4 > Ty > T > T7 > 2. Avem
93+ Tx1 > 93+x1+ 29+ 23 +24+ 25+ 26+ T7 = T1X2X3T4T5L6TT > 26301,

adica 57x; < 93, contradictie cu x; > 2.
In cazul kpin = 94 obtinem 94+z6+s5+T4+T3+T2o+T1 = T1T2T32425T6
sl avem

944 621 > 94 + 21 + 29+ 23 + x4 + T5 + Tg = T1T2x3T4T5T6 > 3221,

adica 26x1 < 94.

Daca x1 = 2, atunci z9 = x3 = x4 = 5 = g = 2 si nu obtinem solutie
(deocarece 94 + 6 - 2 # 26).

Daca x1 = 3, ecuatia devine 97+ z¢ + x5 + 4 + 3 + r2 = 3x2T3T42576.
Deducem ca

97 + 5290 > 97 + 20 + 23 + 24 + T5 + g = 3Tox3T4T526 > 3 - 1619

si deci 43x9 < 97, adica 9 = 2. Obtinem x9 = 23 = x4 = x5 = g = 2 si nu
exista solutie in acest caz (deoarece 97 + 5 -2 # 3 - 32).

Deoarece ecuatia 95 + x1 + x9 + x3 + T4 + T5 = T1T9x324T5, are solutia
Ty =x9=x3=3,x4 =x5=2 (95+3-3+2-2=108,3%-22 = 108), rezulta
Kmin = 95.

5. (Concurs Slovacia) Un comitet format din noud membri trebuie sa
aleaga un castigator al unui concurs la care sunt trei participanti. Fiecare
membru al comitetului ordoneaza candidatii $i acorda 3 puncte primului, 2
puncte celui de-al doilea st 1 punct ultimului. Dupd insumarea punctelor,
nu exista doi candidati cu acelasi numar de puncte, deci ordinea este clard.
Cineva observa acum cd dacd fiecare membru al comitetului ar fi ales un
singur candidat, atunci ordinea candidatilor ar fi fost inversata. Care este
punctajul obtinut de cei trei candidati ¢

Solutie. Fie C1, Cy, C3 cei trei candidati, cu ordinea finala C; — Cy —
C3. Notam cu s(C1), s(Cq), s(Cs) suma punctelor obtinute de candidatii C1,
Cy, respectiv Cj.

Pentru ¢ = 1, 2, 3 notam:

x; — de cate ori a ocupat C; primul loc;

y; — de cate ori a ocupat C; al doilea loc;

z; — de cate ori a ocupat C; ultimul loc.
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Avem s(C;) = 3x;+2y;+2;, 1 € {1,2,3}, cux;+y;+2; =9, 1 € {1,2,3}

si
rit+xeta3=9 wyit+y2+tys=9, z+z2+tzm=09.
Suma tuturor punctelor acordate este 9- (3 + 2+ 1) = 54.

Deoarece s(C1)+s(C2)+s(C3) = 54 51 s(C1) > s(Ca) > s(C3), deducem
ca s(C3) < 18. Analog, din x; < z9 < x3 §i 21 + 22 + x3 = 9, rezulta ca
I3 2 4.

— daca x3 > 6, atunci s(C3) > 18, contradictie;

— daca x3 = 5, atunci y3 + 23 = 4 i s(C3) = 15 + 4 + y3 > 18, din nou
o contradictie.

Rezulta ca x3 = 4, si atunci din x1 + 22 = 5 i 21 < 9 < x3 deducem
ca r1 = 2,20 = 3. Avem:

s(C1) =6+y1 +21+y1 =13 +y1;
5(C2) =9+ y2 + 22 + y2 = 15 + yo;
S(Cg) = 12+y3+z:3 +y3 = 17+y3.

Deoarece s(C3) < 18, obtinem y3 =0 si y1 + y2 = 9.

Cum s(Cy) > s(C2) > s(C3) deducem ca y; > yo+2 i ya > ys+2 = 2.

Acum este usgor de vazut ca singura posibilitate este yo = 3,y; = 6; prin
urmare

S(Cl) == 19, S(CQ) == 18, S(Cg) = 17.
6. (Aurelia Cataros i Gabriela Ruse) Gasiti numerele reale a $i b daca

3

2 2

—b+1,b 1< =,

max {a +1,0°+a+ } <7

Solutie. Calculand suma expresiilor a®> — b+ 1 si b2 +a + 1 avem

1 1 1
a2—b+1—|—b2—|—a+1:a2—|—a+——|—b2—b+1—|—2—§

)y "

Tinand cont de relatia din enunt, rezulta ca avem egalitate in (2), deci

1 1
a=——=,b=—.
2 2 3
intr—adevér, pentru aceste valori avem a> —b+1=0>4+a+1= 1
7. Fie x1,xs,...,x15 numere naturale astfel incat
(.21?1 + 1)(21?2 + 1) o (.21?15 + 1) = 20122125 ...215.
Sa se demonstreze ca dintre numerele x1,xo,...,x15 cel putin 6 si cel
mult 10 sunt egale cu 1.
Solutie. Presupunem ca x1 < xo < ... < x15. Relatia data se poate

scrie

P:(Hxil) (1+%2)...(1+xim>:2012. (3)
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Daca presupunem ca sunt cel mult 5 numere egale cu 1, atunci

3 10 9 5
pP<2°. <§> = <§> = (4,5)° < 2012

— contradictie. Rezulta ca dintre numerele x1,x2,...,x15 cel putin 6 sunt
egale cu 1. Sa presupunem acum ca sunt cel putin 11 numere egale cu 1,
deci z1 =29 = ... =211 = 1. Atunci

P > 21 =9048 > 2012

—contradictie — deci presupunerea este falsa.
Observatie. O familie de numere care verifica (3) este

1‘1:$2:...:$9:1, $10:2, $11:3, $12:$13:$14:4,{B15:500.

Lasam cititorului sarcina de a gasi si alte numere care verifica (3).





