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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

UN ARGUMENT DE MEDIE

Neculai Stanciu
1) şi Titu Zvonaru

2)

Vom rezolva ı̂n cele ce urmează câteva probleme care au la bază aceeaşi
idee simplă.

Dacă a1, a2, . . . , an sunt numere reale, atunci

a1 + a2 + . . .+ an ≥ s ⇒ max(a1, a2, . . . , an) ≥ s

n

a1 + a2 + . . . + an ≤ s ⇒ min(a1, a2, . . . , an) ≤ s

n
.

Demonstraţia este evidentă, deoarece relaţiile de mai sus spun ı̂n esenţă
că dacă media aritmetică a unor numere este mai mare sau cel puţin egală
cu un număr a atunci cel mai mare număr este cel puţin a, iar dacă media
lor aritmetică este cel mult a atunci cel mai mic număr este cel mult a.

1. (Marcel Chiriţă) Demonstraţi că dacă a, b, c sunt numere reale po-
zitive, atunci
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Aplicând inegalitatea dintre media aritmetică şi media geometrică obţinem(
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deci (1) este adevărată.
2. (Olimpiadă Spania) Fie r, s, u, v numere reale. Demonstraţi că

min
{
r − s2, s− u2, u− v2, v − r2

} ≤ 1

4
.

Soluţie. Vom demonstra că

r − s2 + s− u2 + u− v2 + v − r2 ≤ 1.

1)Profesor, Şc. gen. ,,George Emil Palade“, Buzău
2)Profesor, Şc. gen., Comăneşti, jud. Bacău
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Într-adevăr, ultima inegalitate este echivalentă cu(
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≥ 0,

deci este adevărată.
3. (Dumitru Acu, G.M.-B) Fie numerele a1, a2, . . . , an, cu n ≥ 3. Să

se arate că cel puţin unul dintre numerele

(a1 + a2 + . . .+ an)
2 − (n2 − n+ 2)aiaj , 1 ≤ i < j ≤ n,

este mai mare sau egal cu 0.
Soluţie. Concluzia dorită rezultă dacă vom demonstra că suma celor
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2
numere de tipul (a1+a2+ . . .+an)
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adică, prin transformări echivalente,∑
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evident adevărat. (Am folosit faptul că n− 1 +
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).

4. (Concurs, America de Sud) Fie 100 de numere naturale nenule cu
proprietatea că suma lor este egală cu produsul lor. Determinaţi numărul
minim de apariţii ale lui 1 printre cele 100 de numere.

Soluţie. Fie x100 ≤ x99 ≤ . . . ≤ x2 ≤ x1 cele 100 de numere şi kmin

numărul minim de apariţii a lui 1. Ecuaţia

x100 + x99 + . . .+ x2 + x1 = x100x99 . . . x2x1

poate fi scrisă sub forma
x100

x100x99. . .x2x1
+

x99
x100x99 . . . x2x1

+. . .+
x2

x100x99 . . . x2x1
+

x1
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= 1.

Deoarece x100 ≤ x99 ≤ . . . ≤ x2 ≤ x1, rezultă că

x1
x100x99 . . . x2x1

≥ 1

100
,
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adică

x100x99 . . . x2 ≤ 100.

Deducem că, cel mult 6 dintre numerele x100, x99, . . . , x2 pot fi mai mari
ca 1, deci kmin ≥ 93.

În cazul kmin = 93 obţinem ecuaţia

93 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1 = x1x2x3x4x5x6x7,

unde x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ x4 ≥ x5 ≥ x6 ≥ x7 ≥ 2. Avem

93 + 7x1 ≥ 93 + x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = x1x2x3x4x5x6x7 ≥ 26x1,

adică 57x1 ≤ 93, contradicţie cu x1 ≥ 2.
În cazul kmin = 94 obţinem 94+x6+x5+x4+x3+x2+x1 = x1x2x3x4x5x6

şi avem

94 + 6x1 ≥ 94 + x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = x1x2x3x4x5x6 ≥ 32x1,

adică 26x1 ≤ 94.
Dacă x1 = 2, atunci x2 = x3 = x4 = x5 = x6 = 2 şi nu obţinem soluţie

(deoarece 94 + 6 · 2 �= 26).
Dacă x1 = 3, ecuaţia devine 97+x6+x5+x4+x3+x2 = 3x2x3x4x5x6.

Deducem că

97 + 5x2 ≥ 97 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 3x2x3x4x5x6 ≥ 3 · 16x2
şi deci 43x2 ≤ 97, adică x2 = 2. Obţinem x2 = x3 = x4 = x5 = x6 = 2 şi nu
există soluţie ı̂n acest caz (deoarece 97 + 5 · 2 �= 3 · 32).

Deoarece ecuaţia 95+ x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = x1x2x3x4x5, are soluţia
x1 = x2 = x3 = 3, x4 = x5 = 2 (95 + 3 · 3 + 2 · 2 = 108,33 · 22 = 108), rezultă
kmin = 95.

5. (Concurs Slovacia) Un comitet format din nouă membri trebuie să
aleagă un câştigător al unui concurs la care sunt trei participanţi. Fiecare
membru al comitetului ordonează candidaţii şi acordă 3 puncte primului, 2
puncte celui de-al doilea şi 1 punct ultimului. După ı̂nsumarea punctelor,
nu există doi candidaţi cu acelaşi număr de puncte, deci ordinea este clară.
Cineva observă acum că dacă fiecare membru al comitetului ar fi ales un
singur candidat, atunci ordinea candidaţilor ar fi fost inversată. Care este
punctajul obţinut de cei trei candidaţi ?

Soluţie. Fie C1, C2, C3 cei trei candidaţi, cu ordinea finală C1 – C2 –
C3. Notăm cu s(C1), s(C2), s(C3) suma punctelor obţinute de candidaţii C1,
C2, respectiv C3.

Pentru i = 1, 2, 3 notăm:
xi − de câte ori a ocupat Ci primul loc;
yi − de câte ori a ocupat Ci al doilea loc;
zi − de câte ori a ocupat Ci ultimul loc.
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Avem s(Ci) = 3xi+2yi+zi, i ∈ {1, 2, 3}, cu xi+yi+zi = 9, i ∈ {1, 2, 3}
şi

x1 + x2 + x3 = 9, y1 + y2 + y3 = 9, z1 + z2 + z3 = 9.

Suma tuturor punctelor acordate este 9 · (3 + 2 + 1) = 54.
Deoarece s(C1)+s(C2)+s(C3) = 54 şi s(C1) > s(C2) > s(C3), deducem

că s(C3) < 18. Analog, din x1 < x2 < x3 şi x1 + x2 + x3 = 9, rezultă că
x3 ≥ 4.

– dacă x3 ≥ 6, atunci s(C3) ≥ 18, contradicţie;
– dacă x3 = 5, atunci y3 + z3 = 4 şi s(C3) = 15 + 4 + y3 > 18, din nou

o contradicţie.
Rezultă că x3 = 4, şi atunci din x1 + x2 = 5 şi x1 < x2 < x3 deducem

că x1 = 2, x2 = 3. Avem:

s(C1) = 6 + y1 + z1 + y1 = 13 + y1;

s(C2) = 9 + y2 + z2 + y2 = 15 + y2;

s(C3) = 12 + y3 + z3 + y3 = 17 + y3.

Deoarece s(C3) < 18, obţinem y3 = 0 şi y1 + y2 = 9.
Cum s(C1) > s(C2) > s(C3) deducem că y1 > y2+2 şi y2 > y3+2 = 2.
Acum este uşor de văzut că singura posibilitate este y2 = 3, y1 = 6; prin

urmare
s(C1) = 19, s(C2) = 18, s(C3) = 17.

6. (Aurelia Caţaros şi Gabriela Ruse) Găsiţi numerele reale a şi b dacă

max
{
a2 − b+ 1, b2 + a+ 1

} ≤ 3

4
.

Soluţie. Calculând suma expresiilor a2 − b+ 1 şi b2 + a+ 1 avem

a2 − b+ 1 + b2 + a+ 1 = a2 + a+
1

4
+ b2 − b+
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4
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.

(2)

Ţinând cont de relaţia din enunţ, rezultă că avem egalitate ı̂n (2), deci

a = −1

2
, b =

1

2
.

Într-adevăr, pentru aceste valori avem a2 − b+ 1 = b2 + a+ 1 =
3

4
.

7. Fie x1, x2, . . . , x15 numere naturale astfel ı̂ncât

(x1 + 1)(x2 + 1) . . . (x15 + 1) = 2012x1x2 . . . x15.

Să se demonstreze că dintre numerele x1, x2, . . . , x15 cel puţin 6 şi cel
mult 10 sunt egale cu 1.

Soluţie. Presupunem că x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ x15. Relaţia dată se poate
scrie

P =

(
1 +

1

x1

)(
1 +

1

x2

)
. . .

(
1 +

1

x15

)
= 2012. (3)
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Dacă presupunem că sunt cel mult 5 numere egale cu 1, atunci

P ≤ 25 ·
(
3

2

)10

=

(
9

2

)5

= (4,5)5 < 2012

– contradicţie. Rezultă că dintre numerele x1, x2, . . . , x15 cel puţin 6 sunt
egale cu 1. Să presupunem acum că sunt cel puţin 11 numere egale cu 1,
deci x1 = x2 = . . . = x11 = 1. Atunci

P ≥ 211 = 2048 > 2012

–contradicţie – deci presupunerea este falsă.
Observaţie. O familie de numere care verifică (3) este

x1 = x2 = . . . = x9 = 1, x10 = 2, x11 = 3, x12 = x13 = x14 = 4, x15 = 500.

Lăsăm cititorului sarcina de a găsi şi alte numere care verifică (3).

EXAMENE ŞI CONCURSURI
CONCURSUL INTERJUDEŢEAN DE MATEMATICĂ

,,ARGUMENT“

Ediţia a VI-a, Baia Mare, 7-8 Noiembrie 2014

prezentare de Vasile Pop
1) şi Nicolae Muşuroia

2)

În perioada 7-8 noiembrie 2014 s-a desfăşurat la Baia Mare cea de-
a şasea ediţie a Concursului interjudeţean de matematică ,,Argument“.
Organizatorii acestuia au fost membrii catedrei de matematică a Colegiului
Naţional ,,Gheorghe Şincai” din localitate, ı̂n parteneriat cu Inspectoratul
şcolar Judeţean Maramureş. La concurs au participat loturile colegiilor na-
ţionale ,,Andrei Mureşanu” Dej, ,,Mihai Eminescu” Satu Mare, ,,Alexandru
Papiu Ilarian” Târgu Mureş, ,,Silvania” Zalău, ,,Dragoş Vodă” Sighetu Mar-
maţiei, ,,Vasile Lucaciu” Baia Mare, ,,Gheorghe Şincai” Baia Mare, precum
şi elevi de gimnaziu de la şcolile reprezentative din judeţ.

Prezentăm ı̂n continuare enunţurile problemelor şi lista premianţilor.
Subiectele de liceu au fost selectate şi propuse de domnul conf.univ.dr. Vasile
Pop de la Universitatea Tehnică Cluj Napoca. Soluţiile subiectelor propuse
sunt publicate pe site-ul colegiului, la adresa http://www.sincaibm.ro/.

Clasa a IX-a

1. Vârfurile unui cub trebuie etichetate folosind 8 valori distincte din
mulţimea {1, 2, . . . , n} (n ∈ N) astfel ı̂ncât să se respecte următoarele reguli:

(1) suma etichetelor oricăror două vârfuri vecine trebuie să fie multiplu
de 3;

1)Conf. univ. dr., Universitatea Tehnică Cluj Napoca.
2)Prof., Colegiul Naţional ,,Gheorghe Şincai“, Baia Mare.




