PENTRU CERCURILE DE ELEVI

TEOREMA BISECTOAREI GLISANTE
PETRU MARIAN Braical) si CALIN DURLA?)

In aceastd lectie vom prezenta o teorema pe care o putem numi a bi-
sectoarei glisante, precum si exemple de folosire a acesteia.

Lectia este utila elevilor din clasele a VII-a, a VIII-a sau a IX-a. Demon-
stratiile sunt date pe cale sintetica, iar cititorii pot incerca si tehnici vectori-
ale, analitice sau folosind numere complexe.

Enuntul teoremei bisectoarei glisante este:

Teorema. Fie ABC un triunghi oarecare, iar punctele M gi N pe la-
turile (AB) si (AC), astfel incat BM = CN. Daca mijloacele segmentelor
(MN) si (BC) se noteaza cu X §iY, atunci dreapta XY este paraleld sau
coincide cu bisectoarea unghiului BAC.

Demonstratie. Construim paralelogramele
MXPB si XNCQ, iar din BP|MN||CQ si BP =
= MN = CQ obtinem imediat ca (BP)=(CQ) si
BP|CQ. Din <PBY = <QCY (alterne interne),
impreuna cu (PB) = (CQ) si (BY) = (YC) avem,
conform cazului (L.U.L.), c& APBY = AQCY.

In concluzie, ¥PY B = <CYQ, iar B,Y,C coliniare asigura coliniari-
tatea punctelor P,Y,Q. In triunghiul X PQ, in care XP = MB = NC =
= X@Q, (XY) este mediana, deci si bisectoare. Deoarece 4 PXY = 4QXY si
XP|AB si XQJ|AC, obtinem imediat concluzia teoremei, ¥ PXQ si S BAC
avand laturile paralele. O

Ce se intampla daca luam triunghiuri isoscele cu varfurile in B si C' si
(MN) este segmentul determinat de mijloacele bazelor acestor triunghiuri?
Raspunsul este dat de urmatorul rezultat.
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Problema 1. Intr-un triunghi oarecare ABC, C (B;r) N AB = {B,},
C (B;r)NBC ={B.};C (C;r)NBC ={Cp} siC (C;r)NCA={C,}.

Fie M si N mijloacele segmentelor (BgB.) si (CpyCq). Dreapta deter-
minata de mijlocul segmentului (MN) si a segmentului (B.C}) coincide sau
este paraleld cu bisectoarea <BAC.

v
7

\
4y
BO / Bc "‘

b CO

Demonstratie. Construim paralela prin M la AB si paralela prin N
la AC, care se intersecteaza in Ag si taie BC in By, respectiv Cy. Deoarece
(M By este linie mijlocie in ABB, B, si (NCj) este linie mijlocie in triunghiul
ACC,Cy, obtinem ca M By = NC} si segmentele (BoCh) si (B:Ch) si (BC) au
acelasi mijloc. In concluzie, in AAgByC) se poate aplica teorema bisectoarei
glisante, iar bisectoarea ¥ ByAgCy e paralela sau coincide cu dreapta deter-
minata de mijloacele segmentelor (M N) si (B.C}p). Cum <BAC si <ByAoCo
au laturile paralele, concluzia este imediata.

O consecinta imediata este legata de concurenta acestor drepte separa-
toare, prezentata in:

Corolarul 1. Trei cercuri congruente au centrele in varfurile triunghiu-
lui ANABC' si intersecteaza laturile acestuia astfel: Co(A;r) N AB = {Ap};
Ca(A;7) N AC = {A.}, Co(B;r) N BC = {B.}, Co(B;r) N AB = {B,} si
C(C;r) N BC = {Cy}; Co(Csr)NCA = {Cy}. Atunci dreptele determinate
de mijloacele segmentelor [BC| si [B1C4]; [AC| si [A1C4], respectiv [AB]
st [A1Bq] sunt concurente, unde By, A; si C1 sunt mijloacele segmentelor

[BGBC]; [AbAc] §Z' [Cacb]'
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Demonstratie. Aplicam Problema 1 de trei ori, obtinand ca dreptele
in cauza sunt paralelele duse prin mijloacele laturilor la bisectoarele AABC,
adica bisectoarele triunghiului median corespunzator AABC'. Asadar, concu-
renta are loc in centrul cercului inscris triunghiului median, numit si centrul
lui Spieker asociat triunghiului [3].

O

In rezultatul urmétor vom demonstra ci in Problema 1 concluzia ramane
aceeasi, daca in loc de mijloacele M si N alegem punctele X si Y, care impart
segmentele (B.B,) si (CyC,) In acelasi raport.

Problema 2. Fie AABC si C(B;r) N BC = {B.}, C(B;r) N BA =
={B.}, C(C;m)NBC = {Cy} 5iC (C;r)NCA = {Cy}. Punctele M € (B.By)
st N € (CyCy) impart segmentele in acelasi raport k =

a a
MB. NG
dreapta determinata de mijloacele segmentelor (M N) si (B.Cy) coincide sau
este paraleld cu bisectoarea X BAC.

. Atunci

Demonstratie. Construim din nou paralelele prin M si N la laturile
(AB) si (AC), obtinand AAyByCy. Deoarece mijlocul segmentului (B.Cp)
coincide cu mijlocul segmentului (BiCy), din teorema lui Thales aplicata
in AB.B.B si AC,CCY, bisectoarea By ArC), este paralela sau coincide
cu bisectoarea st BAC'. Aplicand teorema bisectoarei glisante in A Ay ByCy,
concluzia este imediata.

Se poate formula un corolar similar Corolarului 1, care se demonstreaza
folosind Problema 2.

Corolarul 2. Fie AABC oarecare si intersectiile C(A;r)NAB = {Ap};
C(A;r)NAC ={A.}; C(C;m)NAC = {C,}; C(C;r)NBC = {Cy}; C(B;r)N
NBC = {B.}, C(B:")NBA = {B,}. Fie Xp,Yg € (B.Ba), Xc, Yo € (CyCy)

. ) ) B XB pY A ctB Cch .
Xa,Ya € (AA t = = ks = =k
Zym ZEX( oA) et XpB.  YaA, UV YpB, X.C, %

atc  AcAA

- — kg, By € R*, i =T1.3.
YiCy  Xad, o lERL =L

In aceste conditii, dreptele determinate de mijloacele segmentelor (B.Ch)
cu (XcoYB); (Code) cu (XaYe), respectiv (ApB,) cu (XpYa) sunt concurente
in centrul cercului inscris in triunghiul median asociat AABC.
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Demonstratie. Aplicam Problema 2 de trei ori, obtinand paralelismul
dreptelor M, Ny cu M. N, cu bisectoarele AABC din A, B, respectiv C. La
fel ca in cazul Corolarului 1, concluzia este evidenta.

In enuntul urmitor vom considera centrele de greutate ale AAA,A.,
ABB,B. si ACC,Cp. Obtinem agadar doua triunghiuri cu dreptele deter-
minate de mijloacele laturilor concurente.

Problema 3. In AABC efectuam constructiile din Corolarul 1. Notam
centrele de greutate ale NAAyA., NBB.B., ACC,Cy cu G, Gy, respectiv
G.. Dreapta determinata de miglocul lui (BC) cu mijlocul lui (GpG.) si
dreptele analoage pentru laturile (AC) si (AB) sunt concurente.

Demonstratie. Dacd ducem paralele prin G, la ApA., prin G. la C,Ch,
prin Gy la B, B,, suntem 1n situatia Corolarului 1.

Observatie. Concluzia nu se schimba dacd pe mediatoarele segmente-
lor (BeBc), (CoCh) si (ApAc) se considera puncte care le impart pe acestea
in acelagi raport. Ramane deschisa caracterizarea perechilor de triunghiuri
cu drepte determinate de mijloacele laturilor concurente.

Suprapunand sau folosind alte proprietati impreuna cu teorema bisec-
toarei glisante se pot obtine aplicatii interesante. Prezentam cateva aplicatii
cu demonstratie si restul vor ramane ca tema.

Problema 4. Fie Cy, Cy doud cercuri secante congruente, Cy N Cqy =
= {A; B}. Doua drepte concurente in A taie C; in C si E, iar Cy in D i F,
E, A F coliniare. Fie {S} = CENDF, iar M si N mijloacele segmentelor
(SA) si (CF). Atunci SB este paraleld cu MN.
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Demonstratie. Deoarece <CAE = <DAF (unghiuri opuse la varf),
coardele (CE) si (DP) sunt congruente, fiind opuse unor unghiuri congru-
ente in cercuri congruente. Pe de alta parte, M N taie segmentul (E'F) in
mijlocul acestuia, M N fiind dreapta Newton-Gauss in patrulaterul SEAD.
Acum, in ASCF, M N este paralela cu bisectoarea <<C'SF' din teorema bisec-
toarei glisante. Mai ramane sa aratam ca (SB e chiar bisectoarea unghiului
CSF. Acest lucru este cunoscut, deoarece B este punctul lui Miquel pentru
patrulaterul SEAD, iar C1 = C 2 < (SB bisectoarea unghiului xESD.

Problema 5. Fie AABC si ADEF situate tn acelasi plan sau in plane
paralele, avind AB = DE, (AC) = (DF) si m(xCAB)+m(xEDF) = 180°.
Atunci triunghiul determinat de mijloacele segmentelor (BE), (AD) si (CF)
este dreptunghic.

Demonstratie. Vom rezolva problema pentru cazul in care triunghiurile
sunt situate in acelagi plan. Fie X gi Y intersectiile lui F'D cu AB si ED
cu AC. Din ipoteza obtinem ca patrulaterul AT DX este inscriptibil. Mai
notam DY N AB = {P} si ACNDX = {Q}.

Este cunoscuta proprietatea ca bisectoarele <APY si < AQX sunt per-
pendiculare. Acum, aplicAnd teorema bisectoarei glisante in AADP, avem
cd M N e paraleld cu bisectoarea <APY si analog in AADQ avem ca PN e
paralela cu bisectoarea ¥ AQ X, agadar are loc concluzia.
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Acum vom arata ca are loc concluzia si in cazul in care cele doud tri-
unghiuri sunt situate in plane paralele. Construim AABC = AAyByCy,
translatatul AABC' in planul triunghiului ADFEF, altfel spus ABC AyByCy
va fi o prisma triunghiulard cu baza in planul (DEF). Daca notam cu
X,Y, Z, Xo, Yo, Zy mijloacele segmentelor (AD), (BE),(DF), (AoD), (BoE),
(DoF), poliedrul XY ZXyYyZy este o prisma triunghiulara de baze AXY Z
si AXoYpZy, deoarece segmentele (X Xy), (YYo), (Z22y), (AAy)/2, (BBy)/2,
(CCp)/2 sunt paralele si congruente.

Rezulta ca AXY Z este dreptunghic in X, deci AXgYyZy este drep-
tunghic in Xj.

Problema 6. Fie AABC si D,F € (AC), E,G € (AB) cu CD = BE
si CF = BG. Daca BDNCE = {P} si BFNCG = {Q}, atunci PQ este
paraleld cu bisectoarea <BAC.

Demonstratie. Fie M gi N mijloacele [AQ)] si [AP]. Segmentul [MN]
e linie mijlocie In AAPQ, agsadar M N||PQ. Consideram mijlocul lui (BC)
notat cu My. Pentru patrulaterul AGQF, MyM este dreapta Newton-Gauss,
deci contine si mijlocul lui F'G. Aplicand teorema bisectoarei glisante obtinem
paralelismul lui MyM cu bisectoarea unghiului xBAC. In mod asem&nitor
se obtine ca My este paralela cu bisectoarea unghiului BAC'. Din unicitatea
perpendicularei obtinem concluzia.

Problema 7. (Teorema bisectoarei glisante exterioare) Fie AABC' si
C, € AB, B € (ACY), By € (AC) astfel incit BCh, = CB;. In aceste conditii
dreapta determinata de mijloacele segmentelor (BC) si (B1Ch) este paralela
cu bisectoarea exterioard din varful A a triunghiului ABC.

Demonstratie. Construim paralelogramele C1 BXN si CB1NY. Rezul-
td cd (NX) = (C1B) = (CBy) = (NY), deci ANXY este isoscel cu baza
(XY). Din faptul ca segmentele (BX) (NCi), (NB1), (CY) sunt congruente
si paralele, reiese ca BXCY este paralelogram de centru M, agadar punctele
X,M si Y sunt coliniare. Acum in ANXY isoscel, (NM) este mediana
corespunzatoare bazei, prin urmare (NM este bisectoarea <Y N X.

Din paralelismul laturilor unghiurilor S XNY gi < BAC si din faptul ca
semidreptele (NY, (AC au aceeasi orientare, iar semidreptele (NX, (AB au
orientari opuse, obtinem concluzia.
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Lasam placerea cititorului sa foloseasca aceste aplicatii In rezolvarea
urmatoarelor probleme, compuse de primul autor al acestei lectii.

1. Fie AABC si punctele B; € (CA), C; € (BA), i = 1,3 astfel incat
BC; = CB;, i = 1,3. Notam {X,;} = BB; N CC;, i = 1,3. Demonstrati
ca X1, Xo, X3 sunt coliniare. Notam cu d, dreapta X;Xs. Definim analog
dreptele dj si d.. Demonstrati ca dreptele dg, dj si d. sunt concurente.

2. Fie AABC si consideram B; € (CA), C; € (AB,i=1,3, B € (AC))
astfel incat (C'B;) = (BC;), i = 1,3. Notam intersectiile CC; N BB; = {Y;},
i =1,3. In aceste conditii are loc coliniaritatea:

a) mijloacelor segmentelor (B;C;);

b) punctelor Y7, Ya, Ys.

3. In triunghiul ABC, F,D € (AC, E,G € AB astfel incat CD = BG,
CF = BE iar C € (DF), B € (EG). Demonstrati ca dreapta determinata
de mijloacele segmentelor [E'F] si [DG] trece prin mijlocul lui (BC).

4. Daci in AABC, By € (AC), Cy € (AB, B € (ACY), M € (BO),

N € (B1C)) astfel incat ggi = fj\é = Zlg
dreapta M N este perpendiculara pe bisectoarea unghiului <xBAC.

5. Consideram pe laturile AABC punctele mobile M € (BA, N € (CA,
P € (AB, B € (AP) astfel incat MB = BP = CN.

Demonstrati ca cercurile avand ca diametre segmentele determinate de
mijloacele segmentelor (M N) si (N P) trec printr-un punct fix.

6. Fie ABC'D un patrulater convex cu SADC = < ABC,iar Q € (AD),
B € (AM), N € (BC), D € (CP) astfel incat BM = DQ, BN = PD.
Aratati ca mijloacele segmentelor (MQ), (BD), (PN) sunt coliniare.

7. Se considera patrulaterul inscriptibil ABC'D si notdm cu M € (BC,
N € (DA, P € (DC si Q € (AB astfel incat BM = AN, DP = AQ. Daca
notam cu X, Y, Z, T mijloacele segmentelor (PQ), (AD), (MN) si (AB),
atunci XY ZT este trapez.

8. Consideram NABC, B; € AC,i=1,2, C € (BlBQ), B, € (AC),
B;

=k >0, ke R* atunci

R C  BM )
Ci S (AB), 1 = 16,’2, B € (0102), CQ S (AB) cu BC,L = W =k € R+,
. N P
M € (BCO), iar NlBl =k = PLB27 N € (C1By), P € (C3B3). Punctele

M, N, P sunt coliniare?

9. In AABC consideram M € (AB), N € (AC, C € (AN) cu BM =
= CN si notdm cu d; dreapta determinata de mijloacele segmentelor (BC')
si (MN). Analog construim dj si df, di Nd; = {C1}, di Nd; = {A1} s
d: Nd: = {B;}. Demonstrati ca perpendicularele din A; pe BC, din B pe
AC si din C pe AB sunt concurente.
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10. Fie ABCD un patrulater. Cercuri congruente cu centrele in B,
C si D intersecteaza BA, BC, BD; CA,CB,CD, respectiv DA, DB, DC' in
punctele M,, My, M.; N4, Ny, Ny respectiv P,, P,, P.. Centrele de greutate
ale triunghiurilor M,MyM., N,NyN4 respectiv P,P,P. notate cu Gy, G,
Gy formeaza un triunghi al carui centru de greutate este G*. Daca J este
punctul de intersectie a cevienelor din ABCD), determinate de varfurile B,
C si D cu picioarele bisectoarelor unghiurilor <BAC, <CAD si <DAB in
ANBAC, ANCAD si ADAB, demonstrati ci dreapta AJ e paralela cu GG*
sau coincide cu GG*, G fiind centrul de greutate al ABCD.

11. Fie ABCD si EFGH paralelograme congruente situate in plane
paralele astfel incat AB = EF, BC = FG, unghiurile <BAD si <FEH
sunt congruente, segmentele [AF] si [BH| sunt de o parte si de alta a planu-
lui (OEG), iar segmentele (DE) si (CG) sunt de o parte si de alta a planului
(OHF), cu O centrul paralelogramului ABCD. Daca notam cu T, U, V,
W mijloacele segmentelor (AE), (BG), (CH), (DF), demonstrati ca patru-
laterul TUVW este inscriptibil.
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