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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

O CLASA DE ECUATII EXPONENTIALE
TRAIAN TAMAIANY

In aceasti lectie vor fi prezentate ecuatii exponentiale a caror metoda
de rezolvare consta in intuirea solutiei gi apoi demonstrarea unicitatii ei.

Vom surprinde intr-o schema generala mai multe probleme cu rezolvari
asemanatoare, multe dintre ele fiind publicate in reviste de matematica sau
regasindu-se printre subiectele date la olimpiade si concursuri scolare.

Rezultatele principale sunt continute in urmatoarele propozitii.

Propozitia 1. Daca a,b > 1 sunt arbitrar fizate gi f : R x R — (1, 00)
este o functie arbitrard atunci ecuatia
1 1 1
a®bx +b%ar + 7% (a,b) = 2ab + f2(a,b)
are in mulfimea numerelor reale nenule solutia unica x = 1.
Demonstratie. Se observa ca x = 1 este solutie a ecuatiei. Vom demon-
stra unicitatea ei.

Daca = < 0 atunci
1

amb%+bma%+fx+x(a,b) <1—|—1—|—1:2—|—1<2ab+f2(a,b),

deci ecuatia nu are solutii in multimea (—o0,0).
Daca x € (0,00)\{1}, aplicand inegalitatea mediilor si tinand cont ca
T+ % > 2 avem

a®bs + brar + for%(a, b) > 2/ a®t bt for%(a, b) >
> 2Va2b? + f2(a,b) = 2ab + f*(a,b),
deci ecuatia nu are solutii in multimea (0, 00)\{1}.
In concluzie unica solutie a ecuatiei date este x = 1.

Propozitia 2. Daca a,b > 1 sunt arbitrar fizate siu: R xR — (1,00)
este o functie arbitrard, atunci ecuatia

[a® +b% +u™% (a,0)] - b7 + a¥ +u" 7 (a,0)] = (a+b+u?(a,b))?

are in mulfimea numerelor reale nenule solutia unica x = 1.
Demonstratie. Se observa ca x = 1 este solutie a ecuatiei. Vom demon-
stra unicitatea ei.
Daca = < 0 atunci
[a® + bz + u™Fs (a,b)][b° + a* + uT5(a,b)] < 1+ 1+ 1)(1+1+1) = 32
< (a+b+u*(a,b))?,

deci ecuatia nu are solutii in multimea (—o0,0).
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Daca = € (0,00)\{1}, ecuatia se scrie echivalent
(ab)® + a™te + 6" s + (ab)™ % +ut e (a,b) - (a¥ + av + b7 + ba )+
+ 2@ ) (a,b) = (a + b+ u(a,b))2.

Deoarece pentru orice z € (0,00)\{1} avem z + 1 > 2 i

A" +ar + b + b > 2\/ vty +2\/b“z > 2(a+b),
obtinem
(ab)® 4 @™ "% + 5% 4 (ab)"TF +u*tF (a,b)(a” + aF + b+ be )+
+ UQ(Hi)(a, b) >
> 1+a? + b + (ab)? + u?(a,b) - 2(a + b) + u(a,b) =
=(ab—1)%+ (a+ b2 +2(a+b) - u*(a,b) + u'(a,b) =
= (ab—1)* + (a+b+ u?(a, b))2 > (a+b+ u*(a, b))2 .
Rezulta ca ecuatia nu are solutii in multimea(0, c0)\{1}. Unica solutie
a ecuatiei date este deci x = 1.

Prezentam in continuare cateva aplicatii ale acestor propozitii:
1. (G.M.) Daca a,b > 1, sa se rezolve in R* ecuatia

a® bs +b% - av + (Va?+ 62)“% = (a+b)2
Solutie. Se ia f(a,b) = Va? + b2
Cum 2ab + f?(a,b) = 2ab + a® + b*> = (a + b)?, aplicand propozitia 1,
rezulta ca unica solutie a ecuatiei date este z = 1.
2. Rezolvati in R* ecuatia 37 - 47 + 47 - 37 + 575 = 49.
Solutie. Este un caz particular al problemei 1, cand a = 3, b = 4.

Unica solutie a ecuatiei este x = 1.
3. (O.L. Satu Mare) Daca a,b > 1, sa se rezolve in R* ecuatia

a® b + b ax + (\/E)H% = 3ab.
Solutie. Se ia f(a,b) = ab.
Cum 2ab+ f?(a,b) = 2ab+ (v/ab)? = 3ab, aplicind propozitia 1, rezulta
ca unica solutie a ecuatiei date este © = 1.
4. (G.M.) Rezolvati in R* ecuatia 4% - 9+ + 9% - 4z + 6%+ = 108.
Solutie. Este un caz particular al problemei 3, cand a = 4, b = 9.

Unica solutie a ecuatiei este x = 1.
5. Daca a,b > 1, si se rezolve in R* ecuatia

[a” +b> + (Va+0)" =] - " + ax + (Va+b)"" =] = 4(a + b2
Solutie. Se ia u(a,b) = va + b.
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Cum a + b +u?(a,b) = 2(a + b), aplicand propozitia 2, rezulti ca unica
solutie a ecuatiei date este x = 1.

6. Sa se rezolve in R*ecuatia: (4% + 5o+ 3x+$) - (5 4z + 3x+%) = 324.

Solutie. Este un caz particular al problemei 5, cand a = 4, b = 5.

Unica solutie a ecuatiei este x = 1.

7. Daca a,b > 1, sa se rezolve in R* ecuatia

[ + b + (VAab)* =] - [b" + ar + (Vdab)™ =] = (Va + Vb)*.

Solutie. Se ia u(a,b) = v/4ab.

Cum a + b+ u%(a,b) = (a + Vb)?, aplicaind propozitia 2, rezulti ci
unica solutie a ecuatiei date este z = 1.

8. Sa se rezolve in R*ecuatia

[47 + 9% + (VI2)"F3) - [b° + a¥ + (V12)" =] = 625.
Solutie. Este un caz particular al problemei 7, cand a =4, b = 9.
Unica solutie a ecuatiei este x = 1.
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