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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

O CLASĂ DE ECUAŢII EXPONENŢIALE

Traian Tămâian
1)

În această lecţie vor fi prezentate ecuaţii exponenţiale a căror metodă
de rezolvare constă ı̂n intuirea soluţiei şi apoi demonstrarea unicităţii ei.

Vom surprinde ı̂ntr-o schemă generală mai multe probleme cu rezolvări
asemănătoare, multe dintre ele fiind publicate ı̂n reviste de matematică sau
regăsindu-se printre subiectele date la olimpiade şi concursuri şcolare.

Rezultatele principale sunt conţinute ı̂n următoarele propoziţii.

Propoziţia 1. Dacă a, b > 1 sunt arbitrar fixate şi f : R×R → (1,∞)
este o funcţie arbitrară atunci ecuaţia

axb
1
x + bxa

1
x + fx+

1
x (a, b) = 2ab+ f2(a, b)

are ı̂n mulţimea numerelor reale nenule soluţia unică x = 1.
Demonstraţie. Se observă că x = 1 este soluţie a ecuaţiei. Vom demon-

stra unicitatea ei.
Dacă x < 0 atunci

axb
1
x + bxa

1
x + fx+

1
x (a, b) < 1 + 1 + 1 = 2 + 1 < 2ab+ f2(a, b),

deci ecuaţia nu are soluţii ı̂n mulţimea (−∞, 0).
Dacă x ∈ (0,∞)\{1}, aplicând inegalitatea mediilor şi ţinând cont că

x+ 1
x > 2 avem

axb
1
x + bxa

1
x + fx+

1
x (a, b) ≥ 2

√
ax+

1
x bx+

1
x + fx+

1
x (a, b) >

> 2
√
a2b2 + f2(a, b) = 2ab+ f2(a, b),

deci ecuaţia nu are soluţii ı̂n mulţimea (0,∞)\{1}.
În concluzie unica soluţie a ecuaţiei date este x = 1.

Propoziţia 2. Dacă a, b > 1 sunt arbitrar fixate şi u : R×R → (1,∞)
este o funcţie arbitrară, atunci ecuaţia

[ax + b
1
x + ux+

1
x (a, b)] · [bx + a

1
x + ux+

1
x (a, b)] = (a+ b+ u2(a, b))2

are ı̂n mulţimea numerelor reale nenule soluţia unică x = 1.
Demonstraţie. Se observă că x = 1 este soluţie a ecuaţiei. Vom demon-

stra unicitatea ei.
Dacă x < 0 atunci

[ax + b
1
x + ux+

1
x (a, b)][bx + a

1
x + ux+

1
x (a, b)] < (1 + 1 + 1)(1 + 1 + 1) = 32

< (a+ b+ u2(a, b))2,

deci ecuaţia nu are soluţii ı̂n mulţimea (−∞, 0).
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Dacă x ∈ (0,∞)\{1}, ecuaţia se scrie echivalent

(ab)x + ax+
1
x + bx+

1
x + (ab)x+

1
x + ux+

1
x (a, b) · (ax + a

1
x + bx + b

1
x )+

+ u2(x+
1
x
)(a, b) = (a+ b+ u2(a, b))2.

Deoarece pentru orice x ∈ (0,∞)\{1} avem x+ 1
x > 2 şi

ax + a
1
x + bx + b

1
x � 2

√
ax+

1
x + 2

√
bx+

1
x > 2(a+ b),

obţinem

(ab)x + ax+
1
x + bx+

1
x + (ab)x+

1
x + ux+

1
x (a, b)(ax + a

1
x + bx + b

1
x )+

+ u2(x+
1
x
)(a, b) >

> 1 + a2 + b2 + (ab)2 + u2(a, b) · 2(a+ b) + u4(a, b) =

= (ab− 1)2 + (a+ b)2 + 2(a+ b) · u2(a, b) + u4(a, b) =

= (ab− 1)2 +
(
a+ b+ u2(a, b)

)2 ≥ (a+ b+ u2(a, b)
)2
.

Rezultă că ecuaţia nu are soluţii ı̂n mulţimea(0,∞)\{1}. Unica soluţie
a ecuaţiei date este deci x = 1.

Prezentăm ı̂n continuare câteva aplicaţii ale acestor propoziţii:
1. (G.M.) Dacă a, b > 1, să se rezolve ı̂n R∗ ecuaţia

ax · b 1
x + bx · a 1

x + (
√
a2 + b2)x+

1
x = (a+ b)2.

Soluţie. Se ia f(a, b) =
√
a2 + b2.

Cum 2ab + f2(a, b) = 2ab + a2 + b2 = (a + b)2, aplicând propoziţia 1,
rezultă că unica soluţie a ecuaţiei date este x = 1.

2. Rezolvaţi ı̂n R∗ ecuaţia 3x · 4 1
x + 4x · 3 1

x + 5x+
1
x = 49.

Soluţie. Este un caz particular al problemei 1, când a = 3, b = 4.
Unica soluţie a ecuaţiei este x = 1.
3. (O.L. Satu Mare) Dacă a, b > 1, să se rezolve ı̂n R∗ ecuaţia

ax · b 1
x + bx · a 1

x + (
√
ab)x+

1
x = 3ab.

Soluţie. Se ia f(a, b) =
√
ab.

Cum 2ab+f2(a, b) = 2ab+(
√
ab)2 = 3ab, aplicând propoziţia 1, rezultă

că unica soluţie a ecuaţiei date este x = 1.

4. (G.M.) Rezolvaţi ı̂n R∗ ecuaţia 4x · 9 1
x + 9x · 4 1

x + 6x+
1
x = 108.

Soluţie. Este un caz particular al problemei 3, când a = 4, b = 9.
Unica soluţie a ecuaţiei este x = 1.
5. Dacă a, b > 1, să se rezolve ı̂n R∗ ecuaţia

[ax + b
1
x + (

√
a+ b)x+

1
x ] · [bx + a

1
x + (

√
a+ b)x+

1
x ] = 4(a+ b)2.

Soluţie. Se ia u(a, b) =
√
a+ b.
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Cum a+ b+ u2(a, b) = 2(a+ b), aplicând propoziţia 2, rezultă că unica
soluţie a ecuaţiei date este x = 1.

6. Să se rezolve ı̂n R∗ecuaţia:(4x+5
1
x +3x+

1
x ) · (5x+4

1
x +3x+

1
x ) = 324.

Soluţie. Este un caz particular al problemei 5, când a = 4, b = 5.
Unica soluţie a ecuaţiei este x = 1.
7. Dacă a, b > 1, să se rezolve ı̂n R∗ ecuaţia

[ax + b
1
x + (

4
√
4ab)x+

1
x ] · [bx + a

1
x + (

4
√
4ab)x+

1
x ] = (

√
a+

√
b)4.

Soluţie. Se ia u(a, b) = 4
√
4ab.

Cum a + b + u2(a, b) = (
√
a +

√
b)2, aplicând propoziţia 2, rezultă că

unica soluţie a ecuaţiei date este x = 1.
8. Să se rezolve ı̂n R∗ecuaţia

[4x + 9
1
x + (

√
12)x+

1
x ] · [bx + a

1
x + (

√
12)x+

1
x ] = 625.

Soluţie. Este un caz particular al problemei 7, când a = 4, b = 9.
Unica soluţie a ecuaţiei este x = 1.
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prezentare de Eugen Păltănea
1)

Prestigioasa competiţie naţională matematică pentru elevi a fost găz-
duită ı̂n perioada 15-17 mai 2014 de Colegiul Naţional ,,Andrei Şaguna“
din Braşov. Au concurat 136 de elevi ai claselor VII-XII, ı̂n majoritate
premiaţi ai Olimpiadei Naţionale de Matematică 2014. Au fost reprezentate
judeţele Alba, Argeş, Bacău, Bistriţa-Năsăud, Braşov, Buzău, Cluj, Covas-
na, Dâmboviţa, Dolj, Galaţi, Giurgiu, Iaşi, Mureş, Neamţ, Olt, Prahova,
Sibiu, Suceava, Teleorman, Timiş, Vaslui şi Vrancea. Distincţiile matema-
tice (premii şi menţiuni acordate pentru prestaţiile meritorii din concurs)
au fost ı̂nsoţite de premieri consistente ı̂n bani şi obiecte, oferite de Filiala
Braşov a S.S.M.R., Fundaţia ştiinţifică ,,Laurenţiu Duican” şi Consiliul Lo-
cal Braşov. Manifestarea, având ţinuta ştiinţifică adecvată unei competiţii
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e-mail: epaltanea@unitbv.ro




