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Abstract. This article establishes some relations between the number of
idempotent elements, the number of invertible elements and the number
of nilpotent elements of a finite commutative ring with an odd number of
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Problema 3 de la Olimpiada Judeteana de Matematica din anul 2008,
clasa a XlII-a, autor Mihai Piticari, a fost urmatoarea:

Fie A un inel comutativ cu un numar impar de elemente. Dacd n este
numdrul solutiilor ecuatiei 2> = x, x € A, iar m este numdrul elementelor
inwversabile ale inelului A, sa se arate ca n divide m.

In continuare vom prezenta o generalizare a acestui rezultat si cateva
consecinte.

Peste tot, inelele le vom considera finite, cu un numar impar de elemente
gi comutative. Firegte, daca A este un astfel de inel, nenul, iar n este ordinul
elementului 1 in grupul aditiv (A, +), rezulta n divide ord(A), de unde n > 3.
Mai mult, se gtie ca subgrupul generat de elementul 1 in grupul aditiv (A, +)
este chiar un subinel al inelului A, izomorf cu Z,. Prin identificare putem
presupune, facand abstractie de un izomorfism, ca Z, C A si Z, este un
subinel al inelului A. In felul acesta 0 = 0 € Z., este elementul nul iar
1 =1 € Z, este elementul unitate al inelului A.

Intrucat inelul A este comutativ, Uy = {z € A | 2> = 1} este un sub-
grup al grupului multiplicativ U(A) al elementelor inversabile ale inelului A.
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Deoarece 1 # —1, rezultd ord(Us) > 2. Fie p un divizor prim al ord(Uy).
Din teorema lui Cauchy, exista a € Uy astfel incat ord(a) = p. Cum a € Us,
rezultd a> = 1, de unde p divide 2. Dar p este prim, deci p = 2. Asadar
2 este singurul divizor prim al ord(Usz), adica existd k € N* pentru care
ord(Us) = 2¥. Sa notam
Liy(A)={z e A|(x—a)(z—b) =0}, abecA.
Propozitia 1. Dacd a? —b* € U(A), atunci card(I,,(A)) = ord(Uz).
Demonstratie. Deoarece a? —b* = (a—b)(a+0b) si a® —b? este inversabil,

deducerE ca elementele a — b i a 4 b sunt inversabile. Intrucat n este impar,
rezulta 2 € U(Zy,) C U(A). Fie
a=2a-b)"t, B=—(a—b"a+b).
Pentru orice = € I, 4(A), obtinem z? = (a + b)z — ab, de unde
(ax + B)? = a*x? + 208z + B = o* ((a + b)x — ab) + 2apz + % =
= (a*(a+b) +2ap) z + f* — aba® =
= ((a + b)a + 28) az + 5% — aba?.
Dar (a + b)«a + 28 = 2(a—b)"Ha+b) —2a—-b"a+b =0
B2 —aba® = (a —b)~ (a +b)? — 4ab(a — b)"? = (a — b)* ((a + b)? 4ab)
= (a—b)"2(a—0b)2 =1, de unde (az + )2 =1, Vz € I 4(A). Prin urmare,
axr + B € Uy, Vz € Ia7b(A).
Deoarece « este inversabil, functia ¢ : I,,(A) = Us, ¢(z) = ax +
este injectiva. Aratam cid ¢ este surjectiva. Intr-adevir, pentru orice t € Us,

existd © = a~1(t — 3) € A astfel incat ¢(r) = t. Mai rdméne si probam ci
r=al(t-p) € Iab( ). Avem
—(

(x —a)(x —b)= a+bx+ab=a2(t—pB)>— (a+bat(t—p)+ab=
=« 2(/1\ 2Bt + %) — a%(a +b)(at — aff) + ab =
1—25t+ﬁ2—at(a+b)+aﬁ(a+b)>—|—ab:

H WA,

a2 (1
=a 2 (T—t(26+(a+b)a)+6(6+(a+b)a)) + ab.
Dar 26 + (a + b)a = 0, de unde 8 + (a + b)ow = — 3. Atunci
(x—a)(z—b)=a2(1=p)+ab=2"2(a—b)>1—(a—b)"*(a+b)?) +ab=
=27%(a —b)? — (a+ )] +ab= —ab+ ab =0,

adica x € I,(A). Astfel, aplicatia ¢ este surjectiva, deci bijectiva. Rezulta
card (I, 5(A)) = ord(Us), ceea ce incheie demonstratia. O

Intrucat Us este un subgrup al grupului multiplicativ U(A), conform
teoremei lui Lagrange, ord(Us) divide ord(U(A)). Asadar avem:
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Consecintd. Dacd a,b € A astfel incit a®> — b* € U(A), atunci
card(l,,(A)) divide ord(U(A)).

Pastrand notatia de mai sus, in virtutea propozitiei 1) reiese ca numarul
elementelor multimii 7, ;(A) nu depinde de alegerea elementelor a si b. Cum
02 —12 = —1 € U(A), giisim card(I,,(A)) = card([57(A)), unde

LiA)={reA|az-1)=0}={z € A|2? =z} = I(4)

reprezinta multimea elementelor idempotente ale inelului A. Notand cu m
numarul elementelor idempotente ale inelului A, obtinem m > 2 si m divide
ord(U(A)). Asadar 2 < m < ord(U(A)).

In continuare ne propunem sa studiem unele proprietati ale inelului A
in cazurile m = 2 respectiv m = ord(U(A4)).

Propozitia 2. Fie A un inel cu 0 € A unicul element nilpotent i
a,b € A astfel incit a®> — b> € U(A). Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) A este corp.

ii) Singurele solutii ale ecuatici (x —a)(x —b) =0, x € A, sunt = a
siz =0

Demonstratie. Fie A un corp si @ € A astfel incat (z — a)(x — b) = 0.
Cum A nu are divizori ai lui zero, rezulta x = a sau z = b.

Reciproc, si presupunem ci « € A si (z — a)(z — b) = 0 implici z = a
sau z = b. Atunci I, 4(A) = {a,b}, de unde card(I(A)) = 2. Dar 0,1 € I(A),
deci I(A) = {0,1}.

Fie acum y € A\{0}. Conform ipotezei, rezults y" € A\{0},Vr € N*
si, cum A\{O} este o multime finita, existd p,q € N* cu p < ¢ si y? = y?.
Inmul@md succesiv cu y?~P, ultima egalitate conduce la y*9~ (=1 = 4a,
Vk € N*. Alegem k € N* astfel incat ¢t = kg — (k — 1)p > 2q. Inmultind
acum egalitatea y? = ylcu y'~29, gisim y*~7 = y2~9 . Notand cu z = y' 9,
obtinem 22 = z, de unde z € I(A). Dar z # 0, deci z = 1. Prin urmare
y'=7 =1, adicil y este inversabil, Vy € A\{0}.

Propozitia 3. Daca numarul elementelor idempotente ale inelului A
coincide cu numdarul elementelor inversabile, atunci inelul A nu are elemente
nilpotente nenule.

Demonstratie. Cum Uy C U(A) si ord(Us) = card(I(A)) = ord(U(A)),
rezulta U(A) = Us.

Notiim cu n caracteristica inelului A. Din 2 € U(Z,) C U(A), giisim
22 =17. Astfel 3 = 6, de unde n = 3.

Sa presupunem acum ¢ existd un element 2 € A\{0} si un numéir

k €N, k > 2, astfel Incat 2% = 0. Fie p cel mai mic numar din N*pentru care
2P =0. Atuncip > 2si aP~1 £ 0. Fiey = 2P 1. Diny?2 = 222 = gPgP~2 =0
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rezultd (1 —y)> =1 —¢® =1, de unde 1 — y € U(A). Dar U(A) = Us, deci
(1T—y)? =1 Astfel 1—y=(1—-y)3(1—y)"2 =1, adici y = 0, contradictie.
In definitiv, inelul A nu are elemente nilpotente nenule. O

Desigur, intereseaza un exemplu de inel de caracteristica 3 ce verifica
conditiile propozitiei 3. Un astfel de exemplu este inelul Z3 x Zs, in care
avem patru elemente idempotente: (6, 6), (6, /1\), (/1\, 6), (T, /1\) si patru ele-
mente inversabile: (T, T), (T, /2\), (/2\, T), (5, 5) Un exemplu mai general este
urmatorul.

Propozitia 4. Fie A un inel cu 9 elemente astfel incat 1+1+1=0.
Daca A nu este corp si 0 € A este unicul element nilpotent al inelului A,
atunci numdarul elementelor inversabile ale inelului A coincide cu numdrul
elementelor idempotente.

Demonstratie. Din ipoteza rezulta ca A este un inel de caracteristica
3, deci Z3 C A. Fie o € A\Z3 un element neinversabil. Procedand ca in
propozitia 2, rezulta ci existd un numar k € N* astfel incat o = o2F.

Fie f = o*. Atunci 8 nu este inversabil i 32 = 8. Cum § # 0, rezultd
B € A\Zs. Fie Z3|f] = {x +yB | =,y € Z3z} C A. Aratam ca aplicatia
¢ Zy x Lz — Zs[B], p(z,y) = = + yp este injectivd. Intr-adevir, din
d(x1,y1) = ¢(x2,y2), cu @1, Y1, T2, Y2 € Z3, obtinem x1 + y1 5 = x2 + 12/, de
unde (y1 — y2)8 = z2 — x71.

Daca y; # yo, atunci 8 = (y1 — y2) " (w2 — x1) € Z3, contradictie. Deci
Y1 = y2 §l totodatda xy = w9, adica ¢ este injectiva. Conform modului ei
de definire, aplicatia ¢ este si surjectiva, deci bijectiva. Din Zs[5] C A si
card(Zs3[B3]) = card(Zg x Zz) =9 = card(A) gasim Z3[3] = A.

Astfel, pentru orice z € A putem scrie z = = + yS, cu z,y € Zs,
de unde z* = 23 +928% = x 4+ yB = 2. Fireste, pentru orice z € U(A)
rezultd, 22 = 23271 = 2271 = T, de unde U(A) C U,. Dar Uy C U(A), deci
Us = U(A). Atunci card(I(A)) = ord(Usz) = ord(U(A)).
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