ECUATIA DIOFANTICA 7% = 3Y 4 100
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Abstract. This article contains four approaches of the diophantine equa-
tion 7 = 3Y 4+ 100 and some considerations for the more general Pillai’s
diophantine equation a® — b¥ = c.
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Problema 26907 din G.M.-B nr. 4/2004, propusa de profesorul Ovidiu
Tatan din Rm. Sarat, cere rezolvarea in numere intregi a ecuatiei

7% = 3Y 4 100. (1)

Este usor de vazut ca z si y trebuie sa fie pozitive, deci vom rezolva
ecuatia (1) in numere naturale.

Prezentam patru rezolvari ale acestei probleme, dupa care vom face
cateva consideratii pe marginea unor ecuatii diofantice mai generale.

Reamintim ca pentru un numar natural n > 2 gi un numar intreg a cu
(a,n) = 1, ordinul clasei a in grupul U (Z,) al elementelor inversabile din
inelul Z,, se numeste gaussianul (ordinul) lui a modulo n si se noteaza v, (a).
Pentru g, q1, ¢2 € N avem echivalentele:

a? =1 (mod n) & ¢ =0 (mod v,(a));
a®* = a®” (mod n) < q1 = ¢2 (mod 7y, (a)).

In cazul n = p =numér prim, grupul U (Zp) = Zj, este ciclic, iar cand
clasa @ este un generator al acestui grup, adica y,(a) = p — 1, se spune ca a
este radacina primitiva modulo p.

Urmatorul rezultat 11 vom folosi in toate solutiile.

Propozitie. Daca (z,y) € N x N este o solutie a ecuatiei (1), atunci

T §1 Yy sunt numere impare.
Demonstratie. Reducem ecuatia modulo 4 si avem

(=1)* = (=1)? (mod 4),

deci = g1 y au aceeagi paritate. Daca x gi y ar fi pare, scriind = = 2a, y = 2b
cu a,b € N, ecuatia devine 49 = 9 + 100. Daci reducem aceastid ecuatie
modulo 8, avem 1 =1+ 4 (mod 8), absurd. Asadar, z si y sunt impare. O

Solutia 1 (J. L. Brenner, L. L. Foster [2]). Evident (x = 3, y = 5) este
solutie a ecuatiei (1) si vom arata ca este unica. Se constata ugor ca nu exista
solutii cu ¢ < 3, y < 5. Presupunem prin absurd ca exista o solutie cu z > 3,
y > 5. Reducand ecuatia modulo 729, avem 7% = 100 (mod 729) < 7% = 784
(mod 729) si, deoarece y729(7) = 243, rezulta x = 84 (mod 243). Asadar
x = 243a + 84, cu a € N, dar x este impar si atunci a = 2b+ 1, cu b € N,
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deci x = 243(2b + 1) + 84 = 486b + 327. Deoarece 3 este radacina primitiva
modulo numarul prim 487, adica v487(3) = 486, iar v4587(7) = 162, reducand
ecuatia modulo 487, avem:

74860327 = 39 4 100 (mod 487) < 7'02BPFDF = 39 1 100 (mod 487) &

& (7%62)%%2 . 343 = 3V 4100 (mod 487) &

& 3Y = 3° (mod 487) < y =5 (mod 486),
deci y = 486¢ + 5, cu ¢ € N. Reducem acum ecuatia modulo numarul prim
1459. Deoarece 3 este radacina primitiva modulo 1459, adica y1459(3) = 1458,
iar y1459(7) = 243, scriind ¢ = 3k + 7, cu k € N, r € {0,1,2}, rezulta
y = 1458k + 4867 + 5 si ecuatia redusa este:

7486b+327 = 31458]€+486T‘+5 + 100 (mod 1459) <:>
o (7243)2b+1 78— (31458)k ) (3486)7" - 243 + 100 (mod 1459) <
& 7% =243 (3"9)" +100 (mod 1459),

unde r € {0,1,2}. Dar 7% = 1016 (mod 1459), 3*6 = 339 (mod 1459) si
atunci ultima congruenta obtinuta este o contradictie in fiecare din cele trei
cazuri corespunzatoare lui r € {0, 1, 2}. O

Solutia 2 (conf. univ. dr. Alerandru Gica). Sa observam ca avem
congruentele 73 = 1 — 9(mod 27), 77 = 1 — 27 (mod 81) si prin inductie
7" =131 (mod 3F+2). (2)
Sa presupunem prin absurd ca exista o solutie (z,y) cu y > 7. Scriind
ecuatia sub forma
=3+ P e T =3V-3eT (M -1)=3" (3" -1),
rezultd 7773 = 1(mod 243).
Dar 7243(7) = 81, prin urmare x — 3 = 0(mod 81), adica x = 8la + 3,
cu a € N. Reducem ecuatia modulo 3°.
Folosind (2) si congruenta (1 —243)% = 1 — 243a(mod 3%), rezultati din
formula binomului, avem
7% =100 (mod 3%) < 78193 =100 (mod 3%) &
& (1 —243)*-343 = 100 (mod 3°%) < 343 — 243a - 343 = 100 (mod 3°) <
& 243 — 243 - 343a = 0 (mod 3%),
de unde 1 — 343a = 0(mod 3) < a = 1(mod 3), deci a =3b+ 1, cu b € N.
Rezulta z = 81(3b+1) 4+ 3 = 243b+ 84. Reducem acum ecuatia modulo
37, deci
7° =100 (mod 37) & 724308 = 100 (mod 37) &
& 7 (1-3%" =100 (mod 37). (3)
Dar 72 =1+ 2-9(mod 81), 7° = 1 + 2 - 27 (mod 243),
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72T =1+ 2-81(mod 3%), 7 =1+ 2- 243 (mod 37), adica
781 = 1 4 486(mod 37), deci 7% = 343(1 + 486)(mod 37).
Atunci, congruenta (3) se continua astfel:

343(1 +486) (1 — 3%) =100 (mod 3") <
¢ 343 (1 — 3% + 486) = 100 (mod 3") &
& 243 — 3433504+ 343-2-3° =0 (mod 37) &
243 — (38-37+1)-3% + (3832 +1)-2-3° =0 (mod 3") &
<243 - 35 42-3° =0 (mod 37) < 3° - 3% =0 (mod 37),
deci 1 — b = 0(mod 3), adicd b = 3c+ 1, cu ¢ € N. Obtinem
x = 243(3c + 1) + 84 = 729¢ + 327.

Deoarece x este impar, trebuie sa avem ¢ = 2d, cu d € N, prin urmare
x = 1458d + 327.

Vom folosi acum congruente modulo 1459, numarul 1459 fiind prim.
Prin calcul: 7324 = 339 (mod 1459). Atunci, reducind ecuatia modulo 1459,
avem:

3V = 7% — 100 = (7"9%)1. 787 _ 100 = 73 . 7324 — 100 =
= 343-339 — 100 = 916 (mod 1459).
Folosind proprietatile simbolului lui Legendre si legea reciprocitatii pa-

916
—— ). Pedeo
1459

916 \  (22-229\ [/ 2 \* /229

1459 )  \ 1459 ) \ 1459 1459 )

229 229-1 1459-1 1459 1459
= —_— :(—1) 2 2 . - — - —

1459 229 229
_(6-229485\ (85 _(17-5\ 17\ [ 5\ _
- 229 S \229/)  \ 229 /) \229/) \229)

_ () (220 e (229 L (229 (229)) |

17 5 17 5
C(13-17+8) (45-5+4\ /8 [(2)* (8 .,
- 17 5 \17 5)  \17)

Retinem:
6N (4)
1459

Pe de alta parte, deoarece 916 = 3Y (mod 1459), avem

916 \ [ 3V
1459 )  \ 1459 )"

tratice, calculam in doua moduri simbolul lui Legendre (

parte, avem:
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Dar:

3 3-1 1459-1 1459 486-3+1 1
_— g (—1) 2 2 . _— = — _— e — —_ — _1
1459 3 3 3

3Y 3 \Y
§i cum y este impar, vom avea <1459> = <1459> = —1, deci

<i15%) Y (5)

Egalitatile (4) si (5) se contrazic. Agadar, nu exista solutii cu y > 7, iar
pentru y < 5 unica solutie este (x = 3, y = 5). O

Solutia 3 (elev Ovidiu Avadanei, Tagi). Géandim ecuatia (1) in inelul
1+iy/3 1+iv/3
=qp+q-
2 2
pului patratic Q (1\/3) = {p + ¢iV/3 ’ D,q € Q}. Acest inel este euclidian in

1+iv3
2

Z

p,q € Z} al intregilor patratici asociat cor-

raport cu norma N : Z — N, unde N(z2) = z -7z = 2], pentru

1+iV3
9

orice z € Z . Atunci el este un inel factorial, adica orice element

(nenul, neinversabil) se descompune in mod unic intr-un produs de factori
ireductibili (primi). Elementele inversabile (unitatile) inelului sunt radacinile

1 3
unitatii de ordin 6, adica elementele grupului Ug = {:l:l, :|:§ + 1\2[}

In acest inel elementele 2 + iv/3 si 2 —iv/3 sunt ireductibile, intrucat
au ca norma numarul prim intreg 7. Pentru ca x si y sunt impare, deci
r=2a+1,y=2b+1, cuabe Niar 7= (2+iV3) (2 —iV3), ecuatia (1)
se scrie

72a+1 — 100 + 32b+1 =

2a+1 2a+1
o (241v8) - (2-iv3) " = (10+3%V3) (10-34V3).  (6)
ElAementele 10 + 3%v/3 si 10 — 3%iv/3 sunt relativ prime in inelul consi-
derat. Intr-adevar, daca d = (10 +3%/3,10 — 3bi\/§), rezulta d | 2 - 3%1v/3,
deci N(d) | N (2-3%V/3), adica N(d) | 4-3%+1,
De asemenea, din d | 10 + 3°1v/3, rezultd N(d) | N (10 + 3%+/3), adica

N(d) | 100 4 32! sau N(d) | 722*!. Prin urmare N(d) | (4 32+l 720ty
adicd N(d) = 1, deci d este asociat in divizibilitate cu 1 (este o unitate) in

1+ivV3
2

sunt relativ prime. Elementul 10+ 3%+v/3 este un divizor propriu al lui 72¢+1,

inelul Z si aceasta aratid ci elementele 10 + 3%1v/3 si 10 — 3%iv/3
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céci norma sa este diferitd de 1 gi N (72%F!) = 74972, Atunci din (6) rezulta

ci 10 + 3%v3 = u (2 +1v3)* " sau 10 + 31v3 = v (2 —iv3)*", unde
u € Us.
Analizam toate posibilitatile dupéa valorile lui u si alegerea semnelor =.

1) u=1,10+3%/3 = (2+1v3)*"". Si observiim ca:
(2+ i\/§)2a+1: (2%t =3 2200 CF L+ (=3) 2. 050 ) £
+iv3 (220, —22072.3.C3 ...+ (—3)9).

Din ipoteza si (7), varianta cu +, identificand partile reale si reducand
modulo 3 obtinem 1 = 2(mod 3), contradictie.

2) u=1, 10 + 3%V/3 = (2 — i\/?:)2a+1. Analog.
3) u = —1, 10 + 3"V3 = — (2+iv3)*".  Aritim mai intai ci
a =1(mod 9). Tntr—adevér, in solutia precedenta am vazut ca
z =3 (mod 81) & 2a+ 1= 3 (mod 81) &
< 2(a—1)=0 (mod 81) & a =1 (mod 81)
si, cu atat mai mult, a = 1(mod 9). Sa presupunem prin absurd ca y > 7,
adica b > 3. In ipoteza 10 + 3%iv/3 = — (2+iv/3)*"" identificam partile
imaginare, impartim prin iv/3 si reducem modulo 27. Obtinem:

0=-2%.Cy, +2%72.3.C5, 1 —3%-227%.C5 | (mod 27)

(7)

22(174

si, dupa o impatire cu , avem:

=-16(2a+1)+4-3- (2a+1)2a(2a — 1)
- 6

2a + 1)2a(2a — 1)(2a — 2)(2a — 3
_9_(a—|— )2a(2a 5')(a )(2a = 3) (mod 27).
Deoarece 2a + 1 = x = 3(mod 81), dand la o parte acest factor, care il
contine pe 3 la puterea 1, obtinem:
3a(a —1)(2a — 1)(2a — 3)
10

=—16 +4a(2a — 1) — (mod 9)

si inmultind cu 10, dupa calcule, avem:
0= -160 — a(2a — 1) (6a* — 15a — 31).. (8)
Cum a = 1(mod 9), membrul drept din (8) este congruent modulo 9 cu
—160—1-1-(6—15—31) = —120 = 6 (mod 9) si astfel (8) este o contradictie.
Cazurile b = 1, b = 2 duc de asemenea la o contradictie in ipoteza 3).
4)u=—1,10+3%/3 = — (2 — i\/§)2a+1. Pentru b = 1 avem o impo-
sibilitate, dar pentru b = 2 egalitatea are loc pentru a = 1 gi obtinem astfel

solutia z =2a+1 =3,y =2b+ 1 = 5. Pentru b > 3 se procedeaza ca la 3)
si obtinem o contradictie.
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1 V3

2 1 2 1
5)ue€ i2:|:2}.Putemscrieunitaru: m + nt 2

3
5 iv3, cu

m,n € {—1,0}.
Din (7) rezultd (2 +iv3)*™ = (4p + 2) +1v3(2¢ + 1), cu p,q € Z.
Atunci, ipoteza 10 + 3iV3 = (2 + 1\/5) 201 se scrie:

10 + 3biv/3 = (2m+ Lyt 11\/?7) ((4p+2) +iv3(2g + 1)) .

2 2

Egaland partile reale obtinem:
32n+1)(2¢+1)
2 )
care este o contradictie, caci membrul drept nu este intreg.

Epuizarea tuturor posibilitatilor arata ci unica solutie a ecuatiei (1)
este (r =3,y =5). O

Solutia 4 (Marcel Tena). Folosim urmatorul rezultat, care poate fi
consultat in [5]:

Teorema. Ecua;ﬁial)diofantz’cd u? 4+ 3v? = 3 are solutia (u,v,t) €
€L XL XZ, cut impar gi (u,v) =1 dacd $i numai daca ezista a,b € Z, de
paritati diferite, cu (a,3b) = 1, astfel incat:

u=a(a®— 9b2)
v=23b (a2 — b2)
t =a? + 3b%

Deoarece y este impar, scriem y = 2k + 1, cu k € N*,

Reducem ecuatia (1) modulo 9 si avem 7% = 1(mod 9). Dar 9(7) = 3,
prin urmare z = O(mod 3), adica z = 3p, cu p € N*. Ecuatia (1) se scrie
102 +3- (3’“)2 = (71”)3 si arata ca (u,v,t) = (10, 3k, 7p) este o solutie a ecuatiei
din teorema. Prin urmare

100=02m+1)2p+1)+

10 = a (a® — 9b?) (9)
3k =3b (a® — b?) (10)
7 = a® + 3b7, (11)

cua,beZ.
Din (9) rezulta ca a divide 10, deci a € {£1,£2, £5, £10}.

11
Dacid a = +1, (9) devine £10 = 1 — 952, deci b* € {—1, 9}, absurd.

9
Pentru @ = —2, avem b = 1, iar (10) da 3% = 9b, deci b > 0, de
unde b = 1. Atunci k = 2, iar din (11) p = 1, prin wrmare x = 3p = 3,
y=2k+1=5.

1
Daci a = £2, (9) devine +5 = 4 — 9b%, deci b* € {—, 1}.

1>Ecua§iile diofantice de tipul az? + by? = 2" au fost studiate pentru prima oars de
Euler gi Lagrange.
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2
Daci a = £5, (9) devine +2 = 25 — 9b?, deci b* € {93, 3}, absurd.

101
Daci a = £10, (9) devine 1 = 100 — 952, deci b? € < 11, 9}, absurd.
Rezulta ca unica solutie a ecuatiei (1) este (x = 3, y = 5). O

Ne ocupam acum de ecuatia exponentiala diofantica mai generala
a® — b =c, (12)

unde a > 1, b > 1, ¢ > 1 sunt numere intregi date, iar x > 1, y > 1 sunt
necunoscutele. Ecuatia (12) se numeste ecuatia lui Pillai si a fost abordata
in [6]. Un rezultat pe care il vom stabili relativ la aceastd ecuatie este ca
multimea solutiilor sale este finitd. Demonstratia data aici este una proprie,
diferita de cea din [6]. Folosim urmétorul rezultat auxiliar, care poate fi
consultat in [3].

Lema (A.O. Ghelfond, [3]). Fie a > 1, b > 1 numere intregi si € > 0
date. FEzista un rang n. € N cu proprietatea ca pentru orice m,n € N,
m,n > ne, (m,n) =1, cu a™ > b"™, exista inegalitatea:

at — b > g . e~ (Inn)*

O
Semnificatia acestei leme este aceea ca pentru n, m mari, puterile a™ si
b™ nu pot fi apropiate. Avem urmétoarea:

Teorema. Ecuatia exponentiald diofantica (12) are cel mult un numar
finit de solutii (eventual, niciuna).

Demonstratie. Observam ca, daca (x,y) este solutie a ecuatiei (12) si
r=do,y=dy,d, 2,y €N, («,y) =1, atunci

c=(a")! = ()" = (@ =" )((@ )"+ (@)PO) + o+ (),

deci (2/,y’) este solutie a unei ecuatii de forma a* — b¥ = ¢, cu ¢ | ¢
Cum numarul divizorilor lui ¢ este finit si d < ¢, demonstratia teoremei este
terminata dacd aratam ca ecuatia (12) are un numar finit de solutii cu z, y
prime intre ele.

Fixam acum un € > 0. Presupunem prin absurd ca ecuatia are o infini-
tate de solutii. Conform lemei, exista n. € N astfel incat pentru orice solutie
(z,y) cu z,y > n. avem:

c=a®—b > a® e~ m2) o o o(lna)’e

>t &

Inc  (Inx)3*e

Slnet (Inz)*™ > zlna < — + > Ina. (13)
x

Cand x — oo, inegalitatea (13) devine 0 > Ina, contradictie. Teorema
este demonstrata. O
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Comentariu. Putem da si o altd demonstratie teoremei precedente, in
cazul particular cand a si b sunt numere prime, a = 3(mod 4), b = 3(mod 4),
iar ¢ = 0(mod 4), ¢ # 0(mod 8). Folosim urmatorul rezultat din [9]:

Teorema (A. Thue, [9]). Daca

f(X)=an X" +a, 1 X" 14+, . +a1X +ap € Z[X]
este un polinom ireductibil de grad n > 3, iar F(X,Y) este forma binara
asociata, definita prin
F(X,Y)=a, X" +a, 1 X" 'Y +... 4+ a XY" ! 4 qY™,
atunci pentru X € Z*, ecuatia F(u,v) = X are cel mult un numar finit de
solutii (u,v) € Z X Z.

Mai intai, ca in propozitia de la inceputul articolului, se arata ca x si y
sunt impare, deci = 4k +14, y = 4p+j, unde k,p € N, i, 5 € {1,3}. Ecuatia
(12) se scrie:

a® - b =cea- (ak)4—bj-(bp)4:c<:>ai-u4—bj-v4:c,

unde am notat u = a*, v = bP. Polinomul f(X) = a’X?* — b este ireductibil
in Q[X], conform criteriului lui Capelli (vezi de exemplu [11]) si, fiind pri-
mitiv (c.m.m.d.c al coeficientilor= 1), este ireductibil in Z[X]. Forma binara
asociati este FI(X,Y) = a’X* — /Y4 i, conform teoremei lui Thue, ecuatia
F(u,v) = cadicd a*-u*—b/-v* = ¢ are un numar finit de solutii (u,v) € ZxZ.

Atunci ecuatia (12) are un numar finit de solutii (z,y) € N* x N*.
S& remarcam ca ecuatia initiala (1) se situeaza in acest caz particular.
O

Recent s-au obtinut rezultate mult mai precise referitoare la ecuatia lui
Pillai. Cu titlu informativ, prezentam trei dintre ele.

Teorema (M. Bennett, [1]). Ecuatia (12) are cel mult 2 solutii, iar
cazurile cand are doua solutii sunt urmatoarele 11:
3-2=32-22=1;,22-3=2 -3 =15;2-3 =2%_35 = 13;
28 _5=27T-5=9:13-3=13%-3"=10; 91 — 2 =912 — 213 = g9;
6—-2=62—-2=4;15—-6=152—6%=09; 280 — 5 = 280% — 57 = 275;

4930 — 30 = 49302 — 30° = 4900; 6* — 3* = 6° — 38 = 1215. O

Observatie. Din aceasta teorema rezultd ca ecuatia (1) are cel mult o
solutie, deci (x = 3, y =5) este solutie unicd. O

Teorema (R. Scott, R. Styer, [7]). Consideram ecuatia diofantica

p* —q¥ =c, (14)

cup>1,q>1 numere prime i ¢ > 0 numdr intreg.

Atunci, daca q # 1(mod 12), ecuatia (14) are cel mult o solutie, in afara
de cazurile cand (p,q,c) € {(3,2,1),(2,3,5),(2,3,13),(2,5,3),(13,3,10) } sau
cind p? ‘ g @ —1 g Yp(q) = impar > 1. O

Observatie. Unicitatea solutiei ecuatiei (1) rezulta din teorema prece-
dentd, luind p =17, ¢ =3, c =100, v7(3) = 6.

Pentru cel de al treilea rezultat, definim mai intai citeva notiuni.
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Un numar prim p se numeste numar prim Wieferich daca
2P~ =1 (mod p?).

Un numar prim p se numeste bazd larga 2- Wieferich daca este un numar
prim Wieferich si p > 1,25 - 10%°.

Un numar prim p se numeste bazd larga 3- Wieferich daca este un numar
prim Wieferich si p > 232.

Reamintim ca un numar prim p se numeste numadar prim Fermat daca
p=2"+1, unde v € N*,

Teorema (R. Scott, R. Styer, [8]). Fie b € {2,3}, iar a un numar prim
mai mare ca b si care nu este bazd larga b— Wieferich. FEgalitatea

a®™ — b | = |a®2 — b¥2|,

cul <z <wmo, 1 <yp <o, (z1,y1) # (x2,y2) are loc doar in urmdtoarele
11 cazuri:
3-2=232-23%2_-3=2°-33%21_3=28_3523_5=27_53
13-3=133-37;22-3=32-23:32_-22=2°_335_-2 =27 _53
11-22=27-11%5-3=33-5% F —2=2"T' — F unde F = 2" 4+ 1 este
un numar prim Fermat sau F = 9. O
Observatie. Scriind ecuatia (1) sub forma 7% — 39 = 73 — 3% si ob-
servand cda pentru a = 7, b = 3 nu ne aflam in niciunul din cazurile de
exceptie date de teorema precedenta, rezulta © = 3, y = 5. O

In fine, o categorie si mai generald de ecuatii, o constituie cele de tipul
(12) in care doar c este dat, iar a, b, x, y sunt necunoscute.

Cazul ¢ = 1 este cel al celebrei conjecturi a lui Catalan, rezolvata acum
10 ani de matematicianul roman Preda Mihailescu.

Este vorba de urmatorul rezultat:

Teorema (P. Mihdilescu, [4]). Ecuatia diofantica

a® - b =1,

cu necunoscutele a > 1, b > 1, z > 1, y > 1, are solutia unica (a,b,z,y) =
= (3,2,2,3), corespunzdtoare egalitatii 3> — 23 = 1. O
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