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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICATII LA TEOREMA LUI FROBENIUS DESPRE
MATRICE

GEORGE-FLORIN SERBANY)

In aceast’ lectie vom prezenta rezolvarea unor exercitii, in care vom
folosi notiunea de polinom minimal al unei matrice i teorema lui Frobenius.
Pentru inceput vom aminti cateva fapte teoretice. Dacd nu se specifica
altceva, A € M, (K) unde n este numar natural nenul si K poate fi Q,
R sau C.

Teorema (Hamilton-Cayley). Daca definim
pa(X)=det(XI, —A) = X"+ X" ' +... Fa, 1 X + an
(polinomul caracteristic al matricei A), atunci
pa(A) = A" + A"Vt an 1A+ anl, = O,

Definitie. Fie A € M, (K) unde K poate fi Q, R sau C. Polinomul
monic (i.e. avind coeficientul dominant egal cu 1) de grad minim din K[X]
care admite pe A ca radacind se numeste polinomul minimal al lui A si se
noteaza ma(X).

Daca p(A) = Os pentru un polinom oarecare p € K[X], atunci p este
divizibil cu polinomul minimal al matricei A. Astfel, polinomul minimal
divide polinomul caracteristic; in particular, gradul polinomului minimal este
mai mic sau egal decat gradul polinomului caracteristic. Aceste fapte sunt
completate de urmatoarea teorema.

Teorema lui Frobenius. Polinoamele m4 sipa admit aceiasi divizori
wreductibili peste K.

De exemplu, daca n = 2, atunci

e daca grad(my4) = 1, atunci exista a € K astfel incat my = X —a si
pa= (X —a)%

e daca grad(m,4) = 2 atunci my = pa.

De asemenea, daca n = 3, atunci

e daca grad(my) = 1 atunci exista a € K astfel incat my = X —a si
pa= (X —a)’

e dacad grad(ma) = 2 atunci existd a,b € K (nu neaparat distincte)
astfel incat ma = (X —a)(X —b) si pa = (X — a)?(X — b);

e daca grad(ma) = 3 atunci m4 = pa.

In continuare voi prezenta aplicatii ale acestor proprietati.

1)P]rofesor, Liceul Pedagogic ,,D.P. Perpessicius”, Braila
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1. (Olimpiada de matematica, faza nationald 1988) Fie A € M3(R) cu
tr(A) > 2. Sa se arate ca, oricare ar fi n € N*| A™ £ [5.

Solutie. Presupunem prin absurd ca A™ = I, deci A" — I, = O9 i
ma | (X" —1).

Daca grad(m4) = 1, atunci my = X £ 1, deci A+ I, = Oy, A = +1o,
tr(A) = £2, fals.

Daca grad(my) = 2, atunci ma = pa € R[X]. Cum X" — 1 are radaci-

2km 2k
nile simple x; = cos — +isin—, k= 0,1,...,n — 1 si p4 are coeficienti
n

n
reali, reiese ca py este produsul a doi factori corespunzand unor radacini
conjugate:
2k 2k 2k 2k
pa(X) = (X - <cos—7r +isin—ﬂ>> (X - (cos—w - isin—ﬁ>>,
n n n n
. 9 2km 9
deci pg =myg = X* —2X cos — + 1. Cum py = X* — 2tr(A) X + det(A),
n

2k
ar rezulta tr(A) = 2 cos =< 2, fals.
n

In concluzie A™ # I, oricare ar fi n € N*.

2. (Olimpiada de matematicd, faza nationala 1990) Fie A € M, (R) cu
A¥ = @A unde a € R\ {—1,1} si k € N*. Si se arate c& matricea B = A+1,,
este inversabila.

Solutie. AF —aA = O, implicd m4 | p = X¥ —aX. Cum p(-1) =
= (—1)¥ +a # 0, rezultd m(—1) # 0, deci m4 nu are ridicina —1. In acest
caz, conform teoremei lui Frobenius, nici p4 nu are radacina —1. Deoarece
pa = (—1)"det(A — X1I,,), deducem 0 # pa(—1) = (—1)" det(A + I,,), adica
det(B) # 0.

3. (Concursul Interjudetean de Matematica ,,Gheorghe Lazar” 2008)
Sa se arate cil, daci A € M, (R) si A3 = A+ I,,, atunci det(A) > 0.

Solutie. Functia f : R — R datd de f(z) = 23 — x — 1 are derivata
f'(xz) = 32% — 1, cu radicinile 7 = —%, To = % Aplicam sirul lui Rolle:
f(—=o0) <0, f(xz1) <0, f(z2) <0, f(co) > 0. Deci, functia are o singura
radacina reala a, situata in intervalul (1,2). Rezulta

ma | (X2 =X —1)=(X —a)(X?+bX +¢),

cuac = 1sgia >0, deci c > 0. Astfel my = (X —a)*(X? +bX + c) si,
conform teoremei lui Frobenius,

pa=(X—a)"X?+bX +¢)" = (—1)"det(A — X1,),
cu u + 2v = n. Deducem p4(0) = (—a)" - (¢)” = (—1)" det(A), deci

det(A) = (=1)"Ta%c¥ = (=1)?"T2g% = a“c’ > 0.
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4. (Concursul ,,Nicolae Coculescu” 2005) Fie matricea A € M, (R) cu
A3 =4I, — 3A. Sa se arate ca det(A + I,) = 2"

Solutie. A3 — 41, +3A =0, X?+3X —4= (X - 1)(X?+ X +4)
implicd m4 = (X — 1)%(X? + X + 4)!. Aplicim teorema lui Frobenius:

pa= (X —DUX?*+ X +4)" = (-1)"det(A — X1I,,), u+2v=n.
Deducem pa(—1) = (—2)"4Y = (—1)"det(A + I,), deci
det(A + I,) = (—1)"Tu2u4v = (—1)2uf2vout2v — on

5. (Concursul ,,Nicolae Coculescu” 2009) Consideram A € M, (R) cu
A3 =3A —2I,. Sa se calculeze det(A? + A+ I,).

Solutie. A3 —3A+2I, = Op, my | (X3 —3X +2), X3 -3X+2 =
= (X — 1)3(X +2), deci mag = (X — 1)%(X + 2)!. Aplicim teorema lui
Frobenius: py = (X — 1)“(X +2)" = (—-1)"det(A — XI,,), u+ v =n.

Avem det(A%+A+1,) = det(A—el,) det(A—e?1,), unde € este radicina
cubici a unitatii, 3 =1 §i €2 + ¢+ 1 = 0. Obtinem succesiv

pa(e) = (e = 1)%e +2)” = (—=1)"det(A — I,,)

pa(e?) = (2 = 1)"(e* +2)" = (—1)" det(A - £°1,,)
pa(e)pa(e?) = (e - 1)" (5—1—2) (2 —1)"(? +2)" =det(A%2 + A+ I,,)
det(A% + A+ 1,,) = (% — e — &2+ 1)"(e% + 22 + 2% + 4)” = 3"3" = 3",

6. (prelucrare GMB) Vom spune ca o matrice A € M3(R) are propri-
etatea (P,) dacd existd n € N, n > 3, pentru care A" + A" 1 + A2 =
= Oy. Aratati ca, dacd A € Ms(R) are proprietatea (Pa10) i se noteaza
B = A? + A + I,, atunci matricea Iy — AB este inversabila.

Solutie. A"72(A%2+ A+ Iy) = Oq, deci ma | X" 2(X2+ X +1).

Daca grad(ma) = 1, ma = X si pa = X?, deci A = Oz, B = Iy,
I, — AB = I, este inversabila.

Daca grad(m4) = 2, sunt posibile cazurile

oeps=myg=X>+X+1,deci A2+ A+1, =0y, B=0y,I,—AB = I,
este inversabila;

eps=ma= X2 deci A2=09, B=A+15,[b—AB = I,—A(A+1) =
= Iy — A, de unde det(Ig — AB) = det(Ia — A) = pa(1) = 1, adica matricea
I, — AB este inversabila.

7. (Concursul interjudetean ,,Dan Barbilian” 2011) Fie n un numar
natural impar i A € M, (R).
a) Daca A% = O,,, si se arate ci

det(2011A4 + 21,,) > 0 > det(20114 — 2I,).
b) Daci A% = I, si se demonstreze ci det(A4 — I,,) < 0.
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Solutie. a) my | X2, deci p4 = X™, n impar, n > 3, de unde obtinem
pa=X"=(-1)"det(A — XI,) = —det(A — XI,). Relatia ceruta este

2
2011" det (A T —In) >0 > 2011" det (A _

—In>
2011 2011

si rezulta imediat din

dt(A 21)— (2)— LA
¢ 2011 )~ “PM\5011) T 20110 =

det (A 2 I 2 2" >0
et 5011 n) = pa( - 2011) T 2011 T

b) A%2 — I,, = Oy, deci my | (X2 —1).

Dacd grad(ma) =1, ma = X — 1, A= 1I,, det(A — I,,)**'' =0 <0,
saumy =X +1, A= —1I,, det(A — I,)?01 = —2201In <,

Daca grad(my) = 2, atunci my = X? —1gipg = (X — D)UX + 1)V =
= (—=1)"det(A — X1I,), cu u,v > 1, de unde

det(A — I,) = —pa(1) = —(1 — 1)%(1 +1)” = 0.

8. (Concursul centrelor de excelenta din Moldova, 2011) Daca matricea
A € M3 (R) satisface relatia A% — 342 + 4A = 215, si se arate ci tr(4) = 2.

Solutie. Cum X3 —3X2 +4X —2 = (X — 1)(X? — 2X + 2), rezulta
ma | (X —1)(X2%—2X +2).

Daca grad(m4) = 1, atunci mg = X — 1, A = I, tr(A) = 2.

Daca grad(my) = 2, atunci ma = X2 — 2X + 2 = p4, de unde rezulta
A% —2A + 215 = Oy = A? — (tr(A))A + det(A) 5. Daca tr(A4) # 2, atunci
deducem A = kI, k € R, de unde k% — 3k% 4+ 4k — 2 = 0, ecuatie a carei
singura solutie reald este 1, i.e. A = Iy — imposibil in acest caz.

9. (Concursul interjudetean ,,Unirea“ 2005) Fie A, B € My(C) astfel
incat AB = BA si exista numerele naturale nenule m, n astfel incat A” = Oo
si B" = Oy. Sa se arate ca AB =0 .

Solutie. A™ = Oy si B" = 09, deci my | X™ si mp | X™.

Daca grad(my4) = 1 atunci my = X, A = Oy deci AB = Oy; analog
daca grad(mp) = 1.

Daca grad(ma) = 2 si grad(mp) = 2 atunci mg = X2 = pa, deci
A? = Oy; analog B% = O,. Rezulta

(A+ B)* = A* + 4A3B 4+ 6A’B% + 4AB3 + B* = O,
deci ma,p | X%

Daca grad(ma4+p) = 1 atunci marp = X, A+ B = 02, A = —B, deci
AB = —A?% = Os.

Daci grad(mayg) = 2, atuncima, g = X2 = pay B, deci (A+B)?=0s.
Dar (A+ B)? = A2 + 2AB + B? = 2AB = Oy, deci AB = Os.

10. (Concursul interjudetean ,, Unirea “ 2009) Aratati ca, daca matricea
A € My(Z) satisface A* = I, atunci A% = I sau A% = —I,.




G.-F. SERBAN, APLICATII LA TEOREMA LUI FROBENIUS DESPRE MATRICE 11

Solu;ie Vom arata ca aceasta proprietate are loc pentru A € Ms(R).

Din A* — Iy = Oy reiese my | (X — 1)(X + 1)(X2 +1).
Daca grad(mA) =1,atuncimy =X -1, A=1I,saumy = X +1,
A = —I5; in ambele cazuri, A? =1,

Daca grad(my) = 2, atunci my = X2 — 1 = py, deci A? = I, sau
ma = X2+1=npa, deci A2 = —1.

11. S& se arate ca, dacd existd matrice A € M,,(Q) inversabile astfel
ca A7l = A2 + A, atunci n este divizibil cu 3.

Solutie. Din A=! = A? + A rezults, prin inmultire cu A, A3+ A% -1, =
= Op, deci my | (X3 4+ X2 —1). Deoarece X3 + X? — 1 este ireductibil in
Q[X], ma = X3+ X2 — 1. Conform teoremei lui Frobenius, p4 are aceiasi
factori ireductibili ca m, deci py = (X3 4+ X2 — 1)¥, unde 3u = n, adici n
este divizibil cu 3.

12. (Concursul interjudetean ,,Cezar Ivanescu” 2006) Fie A € M3(R)
pentru care exista A € (0, V/4) astfel incat A3 = MA + I3. Demonstrati ca
matricea A este inversabila gi det(A) > 0.

Solutie. A3 — A — Ig = 03, deci my | (X3 — AX —1). Fie functia
f R — R data de f(z 3 — Xz — 1. Derivata f'(z) = 322 — X\ are

2)\
radacinile z1 = \/> To = \/> Avem f(x f 3\[ < 0 deoarece

20V < 3V/3, 4N} < 27 51 4N < 44 < 27, dar fag) = —————— < 0.

Deci f(—o0) <0, f(z1) <0, f(z2) <0, f(co) > 0, ceea ce arata ca ecuatia
23 — Az — 1 = 0 are o singurd solutie reald pozitivi a € (x2,00). Astfel,
—AX —1=(X—a)(X?2+bX +¢), b —4c < 0.
Daci grad(my) = 1, atunci ma = X — a, A = al3 si det(A4) = a® > 0.
Cazul grad(my) = 2 este imposibil, deoarece in aceasta situatie m4 ar
fi ireductibil de grad 2, iar p4 ar fi o putere a lui m4.
Daca grad(ma) = 3, ma = p4. Obtinem

A3 — XA — I3 =03 = A3 — tr(A)A? + tr(A*)A — det(A) I3,
de unde tr(A) = 0 (altfel polinomul minimal al lui A ar avea grad cel mult
2), apoi tr(A*) = —\ (acelagi argument) si, in final, det(A4) = 1.

13. (Concursul interjudetean ,,Unirea “ 2006) Fie o matrice B € M3(R)
pentru care existd k € N* astfel incat B¥ = Oy. Aritati ci, dacd A € Ma(R)
este astfel incat AB = BA, atunci det (A 4+ B) = det A.

Solutie. B¥ = Oo, deci mp | X*.

Daca grad(mp) =1, mp = X, B = 03 si det (A + B) = det A.

Daci grad(mp) = 2, mp = X? = pg, deci B? = O,. Fie

P(X) =det(A+ XB) = X?det(B) + aX + det(A) = aX + det(A).
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Atunci P(1) = det(A+ B) =a+det A, P(—1) = det(A — B) = —a + det A,
det(A + B) + det(A — B) = 2det A, de unde

(det A)2 = (det<A + B) —;— det(A — B)>2

> det(A + B)det(A — B) = det(A? — B?) = (det A)2.

Egalitatea are loc pentru det (A + B) = det (A — B), de unde a = 0, adica
det (A + B) = det A.

>

14. (Concursul interjudetean ,, Traian Lalescu” 2013) Aratati ca, daca
A € Magi3(R), atunci (A% + Is913)"™ # Og013 pentru orice n € N.

Solutie. Presupunem prin absurd ca exista n € N cu (A2 + Ip13)™ =
= Ogg13. Atunci my | (X2 + 1)", deci ma = (X2 +1)" si pa = (X? +
1)*. Aceasta ar implica grad(ps) = 2013 = 2u — fals — ceea ce aratd ca
presupunerea facuta este falsa.

15. (Concursul interjudetean ,,Marian Tarina” 2013) Fie A € M, (R),
n > 2, astfel incat A2013 4 A2014 — O, Daci B = A + I,,, demonstrati ca
matricea I,, — AB este inversabila.

Solutie. APB3(A+1,) = O, deci my | XB(X+1), ma = X5(X+1)1,
t € {0,1}. Rezulta ca pg = X*“(X + 1)V = (—=1)"det(A — XI,,), u +v =n.

Apoi I, —AB =1, - A— A%si

det(l, — A — A%) = (—1)"det(A2+ A —I,,) =
= (—1)"det(A — z11,,) det(A — x21,),
unde x; si x2 sunt solutiile ecuatiei 224+2x—1=0,deci 1 +29 = —1 = z129.
Obtinem
det(In — A — A%) = pa(a)pa(@s)(—1)" = a(z1 +1)"24 (w2 +1)"(—1)" =
= (r122)"(1 + 21 + 22 + x122)"(—=1)" = (=1)"(-1)" = 1.
Deci, matricea I, — AB este inversabila.

In incheiere, propunem ca tema urmatoarele exercitii:

1. (Concursul ,,Nicolae Coculescu” 2009) Fie A € My(R), r > 0 un
numar real fixat gi tr(A4) > 2r. Sa se arate ca A™ # "I, , oricare ar fi n € N*.

2. (Olimpiada de matematica, faza locala, Braila 2010) Consideram
A€ M,(R), n > 2 astfel incat A¥ — A¥*1 + A*+2 = O, unde k € N impar si
B =1, — A+ A% Aritati ci matricele I, — AB si I, — BA sunt inversabile.

3. (Olimpiada de matematica, faza locald, Brasov, 2010) Spunem ca o
matrice X € Mjy(C) este nilpotenta daca exista n € N astfel incat X" = Os.
Fie A, B € M3(C) doua matrice nenule, nilpotente. Sa se demonstreze ca
matricea A + B este nilpotenta daca i numai daca matricele AB gi BA sunt
nilpotente.
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4. (Concursul interjudetean ,,Cristian Calude” 2005) Aratati ca, daca
A€ M,(R), A% = I, si n este impar, atunci det(A + I,,) > det(A4 — I,,).

5. (Olimpiada de matematica, faza nationald, 1993) Existd matrice
A, B € M3(C) cu (AB — BA)"93 = I3 ?

6. (Concursul ,,Nicolae Coculescu”, 2004) Sa se rezolve ecuatia X3 +
X+4+2I, =09, X € MQ(R)
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EXAMENE SI CONCURSURI

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
L ARGUMENT¥

Editia a V-a, Baia Mare, 9 Noiembrie 2013
prezentare de VASILE PopY si NIcOLAE MUSUROIA?)

In perioada 8-9 noiembrie 2013 s-a desfagurat la Baia Mare cea de-a
cincea editie a Concursului Interjudetean de Matematica ,,Argument“. Or-
ganizatorii acestuia au fost membrii catedrei de matematica a Colegiului
National ,,Gheorghe Sincai“ din localitate, in parteneriat cu Inspectoratul
Scolar Judetean Maramures. Cu aceasta ocazie a fost lansat cel de-al cinci-
sprezecelea numar al revistei ,,Argument”, editat de catedra de matematica
a liceului gazda. Pregedintele concursului a fost gi de aceastd data, domnul
conferentiar Vasile Pop, de la Universitatea Tehnica din Cluj Napoca. La
concurs au participat loturile colegiilor nationale: ,,Andrei Muregsanu* — Dej,
»2Mihai Eminescu® — Satu Mare, ,,Alexandru Papiu Ilarian“ — Targu Mures,
Hyoilvania“ — Zalau, ,,Liviu Rebreanu® — Bistrita, ,,Dragog Voda*“ — Sighetu
Marmatjiei, ,,Vasile Lucaciu®“ — Baia Mare, ,,Gheorghe Sincai“ — Baia Mare,
precum gi elevi de gimnaziu de la scolile reprezentative din judet.

Prezentam in continuare enunturile problemelor de la liceu, o selectie
din cele de la gimnaziu si lista premiantilor.

Clasa a IX-a

1. Se considera in plan punctele Ai, As,..., A, §i punctul M. Se
noteaza cu Bj simetricul lui M fata de centrul de greutate al sistemului
de puncte {4y, As, ..., A,}. Analog se definesc punctele Bg, Bs, ..., By,.

a) Aratati ca dreptele A1Bq, A3Bo, ..., A, B, sunt concurente intr-un
punct I.

D Conf. univ. dr., Universitatea Tehnica Cluj Napoca
2)Pr0fesor, Colegiul National ,,Gheorghe Sincai*, Baia Mare



