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Abstract. The object of this note is the study of the continuous solutions
of the functional equation f(a®) + f(b%) = mx + n.
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Fiea > 1,b > 1,a # b i m,n € R, m # 0. Obiectul acestei note este
determinarea functiilor continue f : (0,00) — R, pentru care

f@®)+f@")=mx+n, x€R. (%)
Ecuatia se mai poate scrie
F((ab)* 180 ®) + f((ab)™ %t ®) = max + n.

Presupunem ca a > b. Notam log,,a = c si din log,, ab = 1 rezulta
log,, b=1—¢>0. Din a > b reiese log,, a > log,, b, decic > 1 —c.

1 —
Notam d = Tc € (0,1) si definim h : R — R prin
n
f ((ab)") = 5
h(t)= ——=,  teR.

m
Obtinem succesiv

mh (xlog,, a) + g + mh (zlog,, b) + g =mz+n, x€R,

mh(ca:)—l—g—l—mh((l—c)m)—i-g=mx+n, x € R,

h(cx)+h((1—c)x)=z, zeR. (1)

b Profesor, Bucuresti.



226 ARTICOLE S§I NOTE MATEMATICE

Ecuatia (1) admite solutia h(z) = .
Facem substitutia h(z) = ¢(x) + z, unde ¢ : R — R si obtinem

p(cx) +o((1—c)x) =0, (2)

1—
de unde |p(cz)|=|p((1—c)x)|, deci, inlocuind cz cu z, |p(z)| = ‘go ( c:):)
c

adica |p(z)| = |¢(dx)|. Obtinem prin iterare
lo(z)| = |p(dx)| = |o(d®zx)| = ... = |@(d"x)|, oricare ar fin € N*.  (3)

Deoarece f este continua, h este si ea continua, deci ¢ este continua si,
trecand la limita dupa n si tindnd cont ca d € (0, 1), rezulta

p(@)] = [¢(0)], = € R. (4)

Din (2) avem ¢(0) + ¢(0) = 0, deci ¢(0) = 0. (5)

Din (4) si (5) obtinem ¢(z) =0, z € R. (6)

Din (2) si (6) obtinem h(z) = z, deci f((ab)?) —g =mt,t € R, de unde
f(:c):mlogabx+g, x € (0,00).

In final exista o singura functie, anume cea aflata mai sus, care verifica
ecuatia functionala (x).

Observat;ii.
1. In cazul m = 0, definind functia g : R — R prin g(t) = f ((ab)t) — g
obtinem, ca mai sus, g = 0, de unde f(z) = g Asadar, rezultatul precedent

este valabil si in cazul m = 0.

2. Rezultatul ramane valabil si daca inlocuim conditia ¢ > 1, b > 1,
a#bcua>0,b>0,ab+# 1, rationamentul ramanand, in esenta, acelasi.

3. In cazul ab = 1, ipoteza nu mai ofers informatii decat despre valorile

1 o
functiei in perechile de puncte de forma (t, ;) In acest caz rezulta

9(x), zr>1

f(x): n—mlogax—g<é>a xE(O,l),

unde a > 1 i g : [1,00) — R este o functie continua oarecare.
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