PENTRU CERCURILE DE ELEVI

STABILIREA UNOR INEGALITATI INTEGRALE CU
AJUTORUL UNOR FUNCTII AUXILIARE

MARIUS MAINEAY si MANUELA PRAJEA?)

In acest articol vom prezenta o metoda de demonstrare sau de stabilire
a unor inegalitati integrale folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz
(CBS), combinata cu considerarea unor integrale auxiliare din functii poli-
nomiale i apoi particularizand valorile coeficientilor polinoamelor respec-
tive. Vom aplica aceasta metoda unor probleme propuse la diverse olimpiade
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nationale, concursuri nationale si internationale pentru elevi si studenti, in
reviste de specialitate nationale sau internationale.
Punctul de plecare este o problema data la O.N.M. in anul 2004.

Problema 1. Fie f :[0,1] — R o functie integrabila cu proprietatea

1 1
O/f(x)dx = O/xf(x)dx =1.

Demonstrati ca /fQ(x)dx > 4.

Toan Raga, O.N.M. 2004
Solutia 1. Din conditiile ipotezei rezulta ca pentru orice a,b € R, avem

1 1 .
O/f(x)(aerb)dx:ao/f(x)derbO/f(x)dx:aer’

apoi cu CBS
1 1
(a+b)? / )(az +b)d /f2 /(aﬂc+b)2dx
0 0
1 2
Pentru b = 1 se obtine inegalitatea / f(z)dz > %, adevarata

0
pentru orice a € R. Mai departe analizand comportamentul expresiei din
membrul drept, deducem ca aceasta ia valoarea maxima pentru a = —3, iar
aceasta valoare maxima este 4, aga cum se cere.
Interesant este si cazul de egalitate, care apare atunci cand inegalitatea
CBS folosita are loc cu egalitate, deci cand exista A € R astfel incat

— = A&f = \N=3z+1).
3+ 1 A (x) = N—3x )
Dar integrala functiei f este egalda cu unitatea, deci A = —2 , de unde

f(x) = 6z — 2. Aici functia auxiliara este de gradul intéi, dar exista genera-
lizari de grad superior. p
Solutia a 2-a. Cautam P(x) = ax + b care sa verifice ipoteza problemei,
1

adica /f(:z:)d:z: = /xf(x)dx = 1, ceea ce conduce la P(z) = 6z —2. Atunci

0
1 1 1 1

0 [(#(@) = P@)fde = [Pa)de— [F@)P@)de— [P@)(f@) - P))d.

0 0 0 0
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1 1
Cum ultimul termen este 0 obtinem /fQ(x)dx > /P(ac)f(:z:)d:z: =4.
0 0

Sa imbogatim ipoteza in continuare, pastrand aproximativ concluzia.

Problema 2. Fie f:[0,1] — R o functie integrabila cu proprietatea

/1f(x)dx = /1:cf(:c)d:c = /1x2f(:c)d:c =1
0 0 0

1
Demonstrati ca /fQ(:c)d:c > 9.
0

Joseph Wildt Contest 2005
Solutia 1. La fel ca la prima problemi, ciutam P(x) = az? + bz + ¢

astfel incat s& verifice conditiile din ipoteza si obtinem P(z) = 302% —24x+3.
1

1
Atunci in acelagi mod /fQ(:c)d:c > /P(:c)f(x)dx =9.

0 0
Solutia a 2-a. Din inegalitatea CBS

1 2
) /(10:1;2 — 8z + 1) f(z)dx
/fQ(x)dx > 0 - =09.
0 2 2
(10z= — 8z + 1)°dx
/

Generalizarea naturala care se impune dupa parcurgerea acestor pro-
bleme este urmatoarea.
Problema 3. Fie f:[0,1] — R o functie integrabila cu proprietatea

1
/:ckf(x)dx =1, Vk=1,n-1.
0

1
Demonstrati ca /fQ(:c)d:c > n?.
0

AM.M. nr. 10/2006 si SEEMOUS 2008

Solutie. Procedam in acelagi mod, cautand polinomul P de grad n — 1
n—1

care sa verifice conditiile lui f, P(z) = Z a;z’. Atunci

j=0
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1 Ln—1 n—1 a
1= :):’P:):d:):—/ a;x'™ = . 1,n—1,
/ (@) — 2 i+j+1
0 0o J=0 =0
1 Ln—1 n—1 s n—1 n-—1 a n—1
2 _ i+7 _ ) J _
P*(z)dx = AZaa:c dz Z’L—I—j—l—l_z 214_]_1_1_2&1
0 0 4,7=0 2,7=0 =0
si
1 n—1 1 ' n—1
P(x)f(x)dz =) a; /:):]f(:):)d:): = Z a;
0 Jj=0 9 J=0
La fel ca la problemele 1 si 2,
1 1 —
/fQ(:c)d:c > /P(x)f(:c)d:c = Zai
0 0 =0
n—1 n—1 a
VIV 2 j
iramane sa aram cd » a; = n”. Pentru aceasta fie r(z) = — 1,
; ; ' (=) Z:; jz+1

care se anuleaza pentru x = 0,n — 1. Atunci polinomul monic de grad n
n—1
@+ D)(E+2)...(z+n) = > ajlz+1).. (ztj+1)...(z+n)
7=0
este egal cu x(z — 1)... (x —n + 1). Egaland coeficientii lui 2"~ obtinem
1+2+. +n—Za] —(14+2+...4+n-1)

n—1

adica Z a; = n? qe.d.
i=0
Observatie. Se poate ardta cd a; = (—1)"""1C _; (i+1)(i+2) ... (i+n).

In conditii asemanatoare se pot deduce minorari si pentru integrala
patratului derivatei unei functii.

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie derivabila, cu derivata
continud $t cu proprietatea

/lf(x)dx = /le(x)dx =1.
0 0
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1

Demonstrati ca / (f’(:):))2 dz > 30.

0
Cezar Lupu si Tudorel Lupu, O.N.M. 2005
Solutie. Fie a i b numere reale. Atunci

1 1 1

2
/(aac2+b:1: dx/ > dw > / az® + bz) f )d:):) =
0 0 0

= (F(@)(as? + br) (0 - / (202 -+ D)/ ()" = (a+b)7(1) ~ 20~ b)*.
0
Luam a + b = 0 si obtinem

1 1
2 1
/ x—12/ *dz > a® sau /(f'(:):)) dz > +——— = 30.
0 0 0 5173
) . , . ka®  ka?

Egalitatea are loc cand f'(z) = Aa(z—1)x, A € R, adica f(x) = ———+p,
k si p numere reale, de unde rezolvand sistemul ce rezulta din conditiile

itiale obtinem k = —@ sip= 37
initi in = 8P=o

Problema 5. Fie f:[0,1] — R o functie continud. Demonstrati ca

/1 f(a)da / <t [ /
0 0 0

Dorian Popa si Ioan Rasa, O.N.M. 2006
Solutie. Observam ca

1 2 1 2 1 1
CL$4 X )ax = CL$4 x)ax a .T4 X )axr X )axr
0/( +0)f(@)e| = | faatf@de | +2 bo/ fla)a 0/f< )+
2 1 1
+ /bf(:):)d:): Z4ab/x4f(:1:)dx/f(:1:)dx
0 0

si, conform inegalitatii CBS

1

/(a:z: +0)f(x)dx /l(ax +b)? / (x)dz,
0

0
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pentru orice numere reale a,b. Considerand b = 1si a > 0 numar real
; +1

oarecare rezulta / x)dx / f(z)dx < 9 / f?(x)
0

C +1 so . L ] 1 4+ — est
m— + — — - — = —, minim resiei — 4 — + —
WS T g 36 40 6 ul expresiel g + 70 4 7 este

4
chiar T Egalitatea se obtine pentru a = 3 si f(z) = A\(3z* 4+ 1), \ € R.

Problema 6. Fie f:[0,1] — R o functie continud. Demonstrati ca

2
io/lfQ(x)d:c+2 0/1f(:c)d:c >30/1f(:c)d:c0/1xf(w)dw-

Cezar Lupu, O.N.M. 2006
Solutie. Cautam a real astfel incat

1 1 2 1 1
i / F(a)dz + (2 + 3a) / f)dz | >3 / Fx)dz / (@ + a) f(z)da
0 0 0

0

1
Notand / f(x)dz = y obtinem trinomul de gradul II in y
0

1 1
(2 + 3a)y? —3y/:c+a d:c+i/f2(:c)d:c20, (%)
0 0
1 2 1
care are discriminantul A =9 /(ﬂc +a)f(x)dz | —(2+ 3a) /f2(x)dx si,
0 0

conform CBS,

1 1 1
2 2 - a 2(x)dx =
ASQO/(x—I—a)dxo/f(x)dx (2+3)0/f()d

1 1
9(562“) —2—3@] /f2 = (1 + 3a)? /fQ(:c)d:c.
0 0
1
Se observa ca pentru a = _§’A < 0, agsadar inegalitatea (%) are loc
pentru orice y real. Inlocuind a = —13 se obtine concluzia problemei. Egali-

1
tatea are loc daca f(x) = A (a: - 5) ;A ER.



M. MAINEA, M. PRAJEA, STABILIREA UNOR INEGALITATI INTEGRALE 179

Problema 7. Fie f,g: [p,q] — R doua functii integrabile astfel incat
q

/f(ﬂﬁ)g(ﬂﬁ)dﬂﬂ = 0. Demonstrati ca

P
q 2
/f2 dx/ x)dx > 4 /f dx/()d:):
p
C. Lupu si T. Lu;ou7 A.M.M. gi Concursul Arhimede 2007
Solutie. Fie a, b numere reale. Conform inegalitatii CBS
q 2 q q
J@rs@erg@yin| < [+ f@)Pa [0+g)Pa
p P P
Luand b = 0, a real obtinem
q q q q q q
a2/ g*(x)dz < aQ/gQ(:c) +2a /f(x) /gQ(:c)d:c + /f2(:c)d:c/92(x)dx
P P P P P P
sau
q q q q q q
2
0 < a? (/gQ(x)dx— (/g(:):)d:):) )—|—2a f(x)dx/gQ(:):)d:):—l—/fQ(:):)d:): /gQ(:):)d:):,
P P P P P P

ceea ce impune ca discriminantul trinomului de gradul IT in a sa fie nepozitiv:

(/q flajar) ( /qf(rr)dx)gg ( /q gA(x)dz — ( /qg(a:)dx)2) /q f*(@)da /qg2(x)dx.

p p

Prin simplificare cu | ¢*(z)dz > 0 (in caz contrar, g este functia nuli

oS —

si inegalitatea este imediata) rezulta
o) Jre [ [ Jocn) |
f(x)dz g (x)dz < [ fA(z)dz [ ¢?(z)dz— g(x)dx f2(z)dz.
P P P P P P
Obtinem
e o s fooe) o]
fAa)dz | g*(x)dz > [ fP(a)dz | [ g(o)da | + [ g*(2)dz | [ fz)dz
P P P P P P

si, ridicand la patrat si aplicand inegalitatea mediilor pentru numere rezulta
concluzia.
Observatie. Luand p = —1,q = 1 g(x) = 22 obtinem particularizarea:
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1
Fie f : [-1,1] — R o functie continua astfel incat /fo(ac)dx = 0.
1

1 1
10
Atunci | f*(z)dx > — f(x)dz

Problema 8. Sd se determine functiile f : [0,1] — R de clasid C* astfel
1 1

incat f(1) = —é si /(f’(x))de < 2/f(x)dx
0 0

Radu Gologan, O.N.M. 2009
Solutie. Sa cautam a numar real astfel incat

1
0< / ) + az) d:z: <0. (%)
0

Aceasta se reduce la

1 1 1
/ “da + Qa/ zf'(x)dz + a2/x2dx <0.
0 0 0

Integrand prin parti si folosind ipoteza

1
1 2
/ *do +2a ( —= —Qa/f dx+—<0
6 3
0

de unde deducem ca a = 1 Relatia (x) conduce la egalitate adica f'(z) =
2

—.
.. x . e e o 1 . 2 1
De aici f(x) = —?—Fb si cu conditia din ipoteza b = 3 deci f(z) = ——+§

Probleme propuse

1. Fie f : [0,1] — R o functie derivabild, cu derivata continua astfel
1

incat f <%> = 0. Demonstrati ca /(f’(:c))2 dx > 12</f(:c)dx>2
0

0
Cezar Lupu, O.N.M. 2008
2. Fie f : [1,e] — R o functie continua cu proprietatea ca

1/f(a:)da: _ 1/f(gc) Iz de = 1.



OLIMPIADA JUDETEANA DE MATEMATICA, 9 MARTIE 2013 181

e

Demonstrati ca / (f(e®)*da > 4e72.

1

Cristinel Mortici

3. Consideram n € N* gi f : [0,1] — R o functie continua cu propri-
1

etatea ca / (1 —2") f(x)dz = 0. Sa se arate ca

0
1 2

1
/f%c)dxz (2n +1) O/f(:c)d:c

0
Dorian Popa, Concursul Grigore Moisil, 2008



